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VResumen
En este trabajo se presenta una breve descripcio´n de los aspectos epistemolo´gicos, dis-
ciplinarios ma´s relevantes referentes a so´lidos de revolucio´n. Finaliza con una unidad
dida´ctica para estudiantes de tercer semestre de ingenier´ıa de sistemas de la fundacio´n
universitaria juan de castellanos, en ella, se hace una introduccio´n al manejo del soft-
ware derive y el uso de este en el ca´lculo integral, posteriormente se proponen cuatro
actividades con las que el educando conceptualizara, visualizara y hallara el volumen
de un so´lido de revolucio´n.
Palabras claves: Integral, Derive, So´lido de revolucio´n, Unidad dida´ctica,
Volumen.
ABSTRACT
In this Project it is aimed to show up a brief description of the most outstanding
epistemological and disciplinary aspects related to revolution solids. It ends up with a
didactic unit for third semester students of systems engineering at Juan de Castellanos
University. On this description, the usage of the Derive software is introduced and
practiced on integral calculum. Later, four follow up activities are proposed in which
the pupils will conceptualize, oversee, and find out the volume of a revolution solid.
Keywords: Derive, Integral, Revolution solids, Didactic unit, Volume.
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1Cap´ıtulo 1
Aspectos preliminares
1.1. Introduccio´n
La implementacio´n de las TIC en la educacio´n ba´sica y superior es una de las estrategias
que el MEN ha planteado para mejorar la calidad, y para ello ha organizado diferentes
programas; Computadores para Educar y Vive Digital son dos de ellos. A trave´s de estos
programas, se entregaron equipos, internet y bibliotecas virtuales, pero estas dotaciones
esta´n muy lejos de convertirse en verdaderas herramientas para enriquecer el proceso
de ensen˜anza aprendizaje de las diferentes a´reas y en especial de las matema´ticas. Esta
propuesta busca implementar el uso de e´stas en la Fundacio´n Universitaria Juan de
Castellanos (J.D.C), para promover estos procesos en la asignatura de ca´lculo integral
y su aplicacio´n en el concepto, visualizacio´n y volumen en los so´lidos de revolucio´n,
para ello se elaboro´ una unidad dida´ctica utilizando el software matema´tico DERIVE.
1.2. Planteamiento del Problema
La mayor´ıa de estudiantes de educacio´n media y los de primeros semestres de uni-
versidad evidencian un aprendizaje repetitivo y memor´ıstico de los conceptos y pro-
cedimientos, poca motivacio´n por las matema´ticas, adema´s no son parte activa de su
formacio´n y esto conlleva a que se le dificulte, interpretar y construir un nuevo cono-
cimiento. Al mismo tiempo en el rendimiento acade´mico de muchos de ellos incide el
tipo de PEI de la institucio´n donde se formaron, la promocio´n automa´tica, los dife-
rentes sistemas de evaluacio´n, la falta de orientacio´n profesional, la edad y en algunas
ocasiones la sobrecarga acade´mica.[13]
En lo que respecta al quehacer pedago´gico se observa que los estudiantes universitarios
presentan grandes dificultades en los conceptos del ca´lculo Integral y su aplicacio´n en
el estudio de los so´lidos de revolucio´n. Estas dificultades se relacionan de una parte,
con carencias relativas a conceptos geome´tricos ba´sicos como: reconocimiento y carac-
terizacio´n de figuras planas y so´lidas, a´reas y volu´menes, gra´ficas, transformaciones de
rotacio´n y de otra con el manejo y aplicacio´n de las te´cnicas de integracio´n, necesarias
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para el desarrollo del tema.
1.3. Antecedentes
El uso de herramientas dina´micas para mejorar los procesos de ensen˜anza aprendizaje
en las instituciones educativas en especial en el a´rea de matema´ticas se han fortalecido
en los u´ltimos an˜os, entre las herramientas ma´s usadas se destacan: DERIVE, Geoge-
bra, Graph, Cabri, Matlab, CaR.
En particular respecto al uso de estas herramientas para la ensen˜anza del ca´lculo y
espec´ıficamente del tema de esta propuesta se han encontrado las siguientes investiga-
ciones:
A nivel internacional es importante mencionar que en Espan˜a es donde ma´s se reportan
proyectos de investigacio´n e innovacio´n que usan el DERIVE para cursos universitarios
de matema´ticas se citan algunos de ellos.
La ensen˜anza y aprendizaje del ca´lculo integral en un entorno computacional.
Actitudes de los estudiantes hacia el uso de un programa de ca´lculo simbo´lico
(PCS). Convenio universidad de la laguna Espan˜a y UNEXPO.
El proyecto destaca, que los estudiantes afirman que el programa les permite visua-
lizar fa´cil y ra´pidamente los resultados, operaciones, simplificaciones y graficas en el
estudio de integrales que no entend´ıan de la forma tradicional, y esto hizo las clases
ma´s dina´micas. As´ı mismo el uso de esta herramienta, permite la resolucio´n de algu-
nos problemas que por otros me´todos ser´ıan excesivamente complicados y dif´ıciles de
entender.
Pra´cticas de matema´ticas I y matema´ticas II con DERIVE. Universidad Auto´no-
ma de Madrid.
En este trabajo aporta un manual de DERIVE para trabajar en: comandos ba´sicos,
operaciones algebraicas ba´sicas, comandos para el ca´lculo diferencial e integral, fun-
ciones en una o varias variables, espacios vectoriales, sistemas de ecuaciones lineales
entre otros.
Programacio´n + DERIVE 6 como complemento a la ensen˜anza de las asignaturas
de matema´ticas en las titulaciones de ingenier´ıa. Universidad de Ma´laga.
Este trabajo concluye que el uso del DERIVE como recurso dida´ctico hizo que los
estudiantes participaran ma´s en su proceso de ensen˜anza-aprendizaje, adema´s, se com-
probaron los efectos positivos del desarrollo de una metodolog´ıa dida´ctica, para realizar
comandos en este, mejorando el aprendizaje de las materias de las asignaturas de Ma-
tema´ticas de la titulacio´n Ingenier´ıa Te´cnica de Telecomunicacio´n.
A nivel nacional se destaca:
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Proyecto silueta: delineando el mundo con DERIVE. Colegio Abraham Lincoln.
Por medio de este proyecto los estudiantes han tomado una actitud positiva hacia el
emprendimiento, la innovacio´n y creatividad mediante la difusio´n y utilizacio´n del DE-
RIVE.
Iva´n Castro Chadid: Profesor de la Universidad Nacional de Colombia, experto
en el uso del DERIVE, entre sus trabajos se destacan: co´mo hacer matema´ticas
con DERIVE y programacio´n avanzada con DERIVE.
1.4. Pregunta de investigacio´n
De las reflexiones anteriores surge una pregunta con el fin de solucionar las dificultades
encontradas:
¿Que´ tipo de unidad dida´ctica permite enriquecer el proceso ensen˜anza-aprendizaje
del concepto, la visualizacio´n y el volumen de un so´lido de revolucio´n?
1.5. Objetivos
1.5.1. Objetivo General
Disen˜ar una unidad dida´ctica usando el programa DERIVE para trabajar con estu-
diantes de tercer semestre de Ingenier´ıa de Sistemas de la Fundacio´n universitaria Juan
de Castellanos el concepto, la visualizacio´n y el volumen de so´lidos de revolucio´n.
1.5.2. Objetivos Espec´ıficos
Disen˜ar y aplicar una prueba de entrada, para identificar los pre-saberes que
poseen los estudiantes sobre solidos de revolucio´n.
Identificar los conocimientos que deben poseer los educandos para construir el
concepto de solido de revolucio´n.
Reconocer los procedimientos necesarios para visualizar y encontrar el volumen
de un so´lido de revolucio´n haciendo uso de DERIVE
Elaborar la unidad dida´ctica.

5Cap´ıtulo 2
Marco teo´rico
2.1. Marco Disciplinar
2.1.1. Definicio´n de integral
Entre los conceptos que se van trabajar en la propuesta se destacan los siguientes, estos
fueron tomados de: [15] y [4]:
Definicio´n 1 Sea f (x) una funcio´n definida en un intervalo cerrado [a, b]. Decimos
que un nu´mero J es la integral definida de f en [a, b] y que J es el l´ımite de las sumas
de Riemann:
n∑
k=1
f (ck) ∆xk, si se satisface la siguiente condicio´n:
Dado cualquier nu´mero ε > 0, existe un nu´mero correspondiente δ > 0 , tal que para
toda particio´n P = {x0, x1, .., xn} de [a, b] con ‖P‖ < δ y cualquier eleccio´n de ck en
[xk−1, xk] tenemos: ∣∣∣∣∣
n∑
k=1
f (ck) ∆xk − J
∣∣∣∣∣ < ε
La notacio´n para el nu´mero J es:
b∫
a
f (x) dx (2.1)
Que se lee la integral de a hasta b de f de x de x.
Cuando la condicio´n en la definicio´n se satisface, se dice, que las sumas de Riemann
de f en [a, b] convergen a la integral definida J =
b∫
a
f (x) dx y que f es integrable en
[a, b].
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2.1.2. Teorema Fundamental del Ca´lculo
Este teorema establece la relacio´n entre la integracio´n y la derivacio´n y permite calcular
integrales con ayuda de las antiderivadas sin hacer uso de las sumas de Riemann, las
cuales son tediosas. Newton y Leibniz utilizaron esta relacio´n en el desarrollo del ca´lculo
integral.
Teorema 1 (Teorema fundamental del ca´lculo parte 1) : Si f es continua en
todo punto de [a, b] , entonces, F (x) =
x∫
a
f (t)dt es continua [a, b] y derivable en(a, b)
y su derivada es f (x) , entonces:
F ′ (x) =
d
dx
x∫
a
f (t)dt = f (t)
Para evaluar una integral definida se procede de la siguiente manera:
Teorema 2 (Teorema fundamental del ca´lculo parte 2) : Si f es continua en
todo punto de [a, b] y F es cualquier antiderivada de f en [a, b] , entonces:
b∫
a
f (x)dx = F (b)− F (a)
2.1.3. So´lidos de Revolucio´n y su Volumen
Para calcular el volumen de un cilindro circular de radio r y altura h, se debe multi-
plicar el a´rea de la base por la altura, entonces, se tiene que: V = Ah , donde A = pir2
es el a´rea de la base. Si se tiene un so´lido S que no es un cilindro, este se divide en n
trozos, que se aproximen a cilindros. Se hallan los volu´menes correspondientes a cada
cilindro y se suman, obteniendo el valor aproximado del volumen del so´lido S . Este
valor se acercara al verdadero si el nu´mero de trozos tiende a infinito.
Para realizar el proceso anterior se corta S con un plano, este corte se llama seccio´n
transversal. Una seccio´n transversal de un so´lido S es la regio´n plana formada por la in-
terseccio´n de S con un plano. Divida a S desde [a, b] en n rebanadas de ancho ∆x , estas
deben ser perpendiculares al eje x en los puntos de particio´n a = x0 < x1 < ... < xn = b,
estos puntos proporcionan secciones transversales Pxk . Una rebana se muestra en la
figura (2.1), la cual esta´ entre el plano xk−1 y el plano xk , la cual podemos aproxi-
mar a un cilindro con a´rea de la base A (xk) y altura ∆xk = xk − xk−1 , entonces,
Vk ≈ A (xk) ∆xk, es decir, el volumen de k-e´sima placa es:
Vk ≈ A (xk) ∆xk (2.2)
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Figura 2.1: Rebanada a un so´lido S.
Luego, el volumen del so´lido S es aproximadamente la suma de los volumenes de todas
las rebanadas hechas, es decir:
V ≈
n∑
k=1
Vk =
n∑
k=1
A (xk) ∆xk (2.3)
Esta, es una suma de Riemann y se observa que la aproximacio´n mejora cuando:
n→∞, entonces, se tiene:
l´ım
n→∞
n∑
k=1
A (xk) ∆xk =
b∫
a
A (x) dx (2.4)
Definicio´n 2 El volumen de un so´lido de a´rea de seccio´n transversal integrable cono-
cida: A (x) desde x = a hasta x = b, es la integral de A de a hasta b, es decir:
V =
b∫
a
A (x) dx (2.5)
Definicio´n 3 Solido de Revolucio´n: Cuando una regio´n en el plano rota alrede-
dor de una l´ınea recta tal que a lo sumo esta l´ınea es frontera de la regio´n (no la
intersecta), se produce un so´lido tridimensional, que se llama so´lido de revolucio´n. La
recta alrededor de la cual rota la regio´n, se llama: eje de rotacio´n o de revolucio´n, para
determinar el volumen de este, se necesita encontrar el a´rea de la seccio´n transversal
A (x), que puede ser un disco o una arandela.
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2.1.3.1. Me´todo de los discos
Para hallar el volumen del so´lido generado al girar la regio´n plana (a´rea bajo la curva
f (x) en el intervalo [a, b], (ver imagen 2.2)), alrededor del eje x, es necesario hallar
una seccio´n transversal, dicha seccio´n es un disco de a´rea A (x), cuyo radio es R (x) .
Figura 2.2: So´lido generado por f (x) alrededor del eje x
El a´rea de la seccio´n transversal es: A (x) = pi[R (x)]2, entonces, el volumen del solido
es:
V =
b∫
a
A (x) dx =
b∫
a
pi[R (x)]2dx (2.6)
Para hallar el volumen del so´lido generado, al girar la regio´n plana (a´rea bajo la curva
( f (y) en el intervalo [a, b], (ver imagen 2.2)), alrededor del eje y, es necesario hallar
una seccio´n transversal, dicha seccio´n es un disco de a´rea A (y), cuyo radio es R (y) .
Figura 2.3: So´lido generado por f (y) alrededor del eje y
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El a´rea de la seccio´n transversal es: A (y) = pi[R (y)]2, entonces, el volumen del solido
es:
V =
b∫
a
A (y) dy =
b∫
a
pi[R (y)]2dy (2.7)
2.1.3.2. Me´todo de arandelas
Si la regio´n que se hace girar para generar el so´lido no cruza o no hace frontera con el eje
de revolucio´n (ver imagen (2.4)), el so´lido tendra´ un agujero. Las secciones transversales
perpendiculares al eje de revolucio´n, no son discos, son arandelas, con radio exterior
R (x) y radio interior r (x), cuando el eje de revolucio´n es el eje x y con radio exterior
R (y) y radio interior r (y) , cuando el eje de revolucio´n es el eje y. El a´rea de la seccio´n
transversal se obtiene: restando el a´rea del c´ırculo exterior menos el a´rea del c´ırculo
interior, es decir, A (x) = pi[R (x)]2−pi[r (x)]2 o A (y) = pi[R (y)]2−pi[r (y)]2, entonces,
el volumen del solido esta´ dado por:
Al girar alrededor del eje x:
V =
b∫
a
A (x) dx =
b∫
a
pi
(
[R (x)]2 − [r (x)]2
)
dx (2.8)
Al girar alrededor del eje y:
V =
b∫
a
A (y) dy =
b∫
a
pi
(
[R (y)]2 − [r (y)]2
)
dy (2.9)
Figura 2.4: Me´todo de arandelas
2.1.3.3. Principio de Cavalieri
Si dos figuras planas o solidas tienen igual altura, y si las secciones hechas por rectas
paralelas (secciones transversales) a las bases e igual distancia entre ellas, esta´n siempre
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en una misma razo´n, entonces, las figuras planas o so´lidos, esta´n en esa misma razo´n.
Ve´ase la imagen 2.5.
Figura 2.5: Principio de Cavalieri
2.2. Marco epistemolo´gico
El ca´lculo de a´reas y volu´menes fue tema de estudio desde las primeras civilizaciones.
Entre los primeros que abordaron espec´ıficamente el concepto de so´lido de revolucio´n
los textos de historia referencian a Arqu´ımedes de Siracusa, matema´tico Griego
que nacio´ en 287 a.c y murio´ en 212 a.c y es considerado el maestro por excelencia.
Trabajo´ los conoides que son so´lidos obtenidos al girar la para´bola o hipe´rbole sobre sus
ejes. En igual forma los esferoides que son producto de revolucionar una elipse sobre
su eje menor o mayor. Tambie´n trabajo´ la esfera y el cilindro, estudio´ sus propiedades
y los comparo´ con otros so´lidos.[11]
Sus estudios sobre la esfera y el cilindro los plasmo en dos libros, en los que halla a´reas y
el volumen de esferas. Tambie´n demostro´ que el volumen de una esfera es proporcional
al cubo de su dia´metro, esa constante de proporcionalidad se relaciona con lo que hoy
se conoce como pi. [14] Entre las proposiciones que se destacan en su libro I, esta´n:
Proposicio´n 33: La superficie de cualquier esfera es cuatro veces la de su c´ırculo
ma´ximo
Proposicio´n 44: Cualquier esfera es igual a cuatro veces el cono que tiene su
base igual al c´ırculo ma´ximo de la esfera y su altura igual al radio de la esfera.
Proposicio´n 4: Cortar una esfera con un plano de manera que los volu´menes
de los segmentos obtenidos este´n a una razo´n dada
De la e´poca del renacimiento se destaca el aporte en esta direccio´n del matema´tico
italiano Cavalieri Bonaventura que nacio´ en 1598 y murio´ en 1647. Entre sus estu-
dios se destaca el me´todo de los indivisibles tratados en dos de sus libros: Geometr´ıa
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y Exercitationes, su me´todo consist´ıa en dividir las figuras planas en segmentos rectos
paralelos a un segmento dado. De la misma forma, se dividen en superficies planas
paralelas a un plano dado. Estos segmentos mı´nimos son los llamados indivisibles[1].
Esta teor´ıa indicaba que el a´rea, es la suma de infinitos segmentos rectos y un volumen
es la suma de infinitas superficies planas. El a´rea del tria´ngulo bajo la para´bola y = x2,
es la suma de infinitos segmentos verticales, cuya longitudes es igual al cuadrado de las
abscisas correspondientes. Un cuadrado puede ser representado geome´tricamente por
una figura en 2−D, la suma continua de estos cuadrados forman una pira´mide, cuya
altura es a y el a´rea de la base es a2.(Ve´ase la figura 2.6). Este ana´lisis llevo´ a otros
matema´ticos a fundamentar conceptos ba´sicos del ca´lculo diferencial e integral
Figura 2.6: Tria´ngulo para´bolico y Pira´mide
Uno de los resultados ma´s importantes es el que hoy conocemos como: principio de
Cavalieri. Este fue utilizado para demostrar la fo´rmula del volumen de una esfera con
radio r [10].
Demostracio´n:
Se compara la esfera con un cilindro de radio r y altura 2r y un dia´bolo en el cuya
base tiene radio r, y la altura de cada parte es r. Ve´ase la figura 2.7:
Figura 2.7: Volumen de una esfera
Se trazan dos secciones transversales a una altura h, obteniendo, S1 Y S2.
S1 es un c´ırculo, donde: r
2 = r2 − (h− r)2 y su a´rea es: A = pi
(
r2 − (h− r)2
)
.
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S2 es un anillo entre dos c´ırculos de radio r y |h− r|, entonces, el a´rea de esta seccio´n
es: A = pir2 − pi(h− r)2.
Conclusio´n: Por el principio de Cavalieri S1 y S2 tiene el mismo volumen, entonces, el
volumen de la esfera es la diferencia entre el volumen del cilindro y el dia´bolo, es decir:
V = 2r · pir2 − 21
3
r · pir2 = 4
3
pir3
El concepto de indivisibles fue usado por Evangelista Torricelli (1608-1647), pero
este, los llamo indivisibles curvos, con estos hallo a´reas y volu´menes de figuras curvas,
entre sus descubrimientos resalta el so´lido hiperbo´lico agudo, conocido como la Trom-
peta de Trorricelli (vea´se imagen 2.8), esta estaba constituida por un cilindro como
base y el so´lido de revolucio´n al hacer girar la hipe´rbola sobre la as´ıntota horizontal,
lo interesante de este hecho es que Torrecelli demostro´ que un so´lido infinito tiene un
volumen finito mediante el teorema del solido hiperbo´lico agudo, para demostrarlo se
baso´ en cinco lemas. ( Vea´se imagen 2.9) [6].
Figura 2.8: So´lido Hiperbo´lico Agudo
Lema 1: Sea una hipe´rbola con as´ıntotas AB y AC, al hacerla girar sobre el eje AB se
obtiene el so´lido hiperbo´lico agudo, sobre este, se construye un recta´ngulo DEFG. Sea
AH el semieje de la hipe´rbola, y por ser equila´tera, el a´rea del cuadrado construido
sobre AH es igual al a´rea de cualquier recta´ngulo DEFG que gira alrededor de la
as´ıntota AB.
Lema 2: Con este demostro´ que todos los cilindros inscritos en el so´lido hiperbo´lico
agudo en torno al eje comu´n AB son isoperime´tricos (sus superficies laterales son
iguales).
Lema 3: En este demostro´, que los volu´menes de todos los cilindros isoperime´tricos
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descritos, se relacionan entre s´ı como los dia´metros de sus bases.
Lema 4: En el demostro´, que la superficie lateral del cilindroGIHL es 1
4
de la superficie
de la esfera AEFC.
Lema 5: Por ultimo demuestra que la superficie de cada cilindro CHIL inscrito en el
so´lido agudo es equivalente al c´ırculo de radio DF .
Figura 2.9: Los 5 lemas del Teo´rema del So´lido Hiperbo´lico Agudo
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Isaac Newton (1642-1727). Matema´tico Ingles, entre sus obras se destaca: Philosop-
hia Naturalis Principia Mathematica, en la cual expone el concepto de l´ımite, principio
ba´sico del ca´lculo integral. Contempora´neamente Gottfried Wilhelm Von Leibniz
(1646-1716). Matema´tico Alema´n, hizo su principal aporte al ca´lculo integral en su
obra: Calculus Summatorius, en ella introduce los te´rminos diferenciales dy o´ dx, para
expresar la diferencia de dos valores sucesivos de una variable continu´a x o´ y. Al obte-
ner la suma de estos diferenciales de dicha variable se obtiene la misma variable, lo cual
denoto por
∫
dx. Newton y Leibniz, establece en sus me´todos reglas operativas para
sus elementos: fluxiones y diferencias respectivamente, y ambos hallan sus propiedades
inversas: fluente y suma respectivamente, no obstante para ambos este proceso es la
diferenciacio´n y su inversa la integracio´n [16] . Se puede decir que estos dos autores
dieron inicio a lo que hoy conocemos como ca´lculo diferencial e integral y por medio de
estos conceptos se desarrollaron conceptos espec´ıficos como el de solido de revolucio´n
y su volumen.
2.3. Marco Dida´ctico
2.3.1. Unidad Dida´ctica
Para estructurar en el trabajo la unidad dida´ctica se tendra´ en cuenta el aporte de
diversos autores que la definen y caracterizan. Se toma la definicio´n de Escamilla:
“Una forma de planificar el proceso de ensen˜anza-aprendizaje alrededor de
un elemento de contenido que se convierte en eje integrador del proceso,
aporta´ndole consistencia y significatividad. Esta forma de organizar cono-
cimientos y experiencias debe considerar la diversidad de elementos que
contextualicen el proceso (nivel de desarrollo del alumno, medio sociocul-
tural y familiar, proyecto curricular y recursos disponibles) para regular la
pra´ctica de los contenidos, seleccionar los objetivos ba´sicos que pretende
conseguir, las pautas metodolo´gicas con las que trabajara´, las experien-
cias de ensen˜anza-aprendizaje, y los mecanismos de control del proceso de
ensen˜anza-aprendizaje necesario para perfeccionar dicho proceso” [3]
Basados en esta informacio´n, se creara una unidad dida´ctica con actividades estructu-
radas y materiales cotidianos, con el fin, que el educando construya, visualice y halle
el volumen de un so´lido de revolucio´n.
2.3.2. Uso de las TIC
2.3.2.1. Las TIC en educacio´n
El impacto de las TIC en la educacio´n en los diferentes niveles ha sido grande y se
han originado grandes transformaciones a partir del desarrollo de la WEB pues los
jo´venes se pueden comunicar con gente de otras partes del mundo y tienen posibilidad
de acceder a informacio´n diversa. Pero no todo es tan fa´cil como parece, la mayor´ıa de
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los establecimientos educativos no esta´n dotados de los sistemas y material adecuado
para llevar a cabo los procesos y la integracio´n de las TIC en el a´mbito educativo. Esta
afirmacio´n motiva a buscar nuevas oportunidades para la implementacio´n y acceso a
estos avances. Las TIC para Piedrahita son:
“Las TIC, son toda la gama de herramientas de hardware y software que
contienen, convertidas en herramientas de la mente, usadas para potenciar-
la, facilitan la creacio´n de ambientes de aprendizaje enriquecidos, que se
adaptan a modernas estrategias de aprendizaje, con excelentes resultados
en el desarrollo de las habilidades cognitivas de nin˜os y jo´venes en las a´reas
tradicionales del curr´ıculo”.[12]
La implementacio´n de las TIC potenciara y facilitara el proceso de ensen˜anza-aprendizaje
de los estudiantes dela JDC en la asignatura de ca´lculo integral, este proceso, incenti-
vara el uso de estas en asignaturas.
En [5], establece en su trabajo que es importante analizar co´mo las teor´ıas existentes
sobre la ensen˜anza y aprendizaje pueden influir en el papel que juegan los PCS (Pro-
gramas de Ca´lculo Simbo´lico) en la ensen˜anza y aprendizaje de las Matema´ticas. Para
Heid, existen dos tipos de teor´ıas que podr´ıan resultar u´tiles para explorar el papel de
los PCS en el aprendizaje de las Matema´ticas: las teor´ıas que tienen que ver con las
relaciones entre el aprendizaje y la estructura del curr´ıculum de Matema´ticas, y, las
teor´ıas que tienen que ver con las relaciones entre el aprendizaje y los contenidos del
curr´ıculum [2]. Para el trabajo utilizaremos la primera teor´ıa, ya que esta permite que
los estudiantes accedan a procesos matema´ticos ma´s complejos, adema´s, con ayuda del
DERIVE, podra´n obtener resultados de manera ma´s eficiente, permitiendo avanzar y
profundizar las tema´ticas, en especial, aquellas que estudian aplicaciones de la integral
como los so´lidos de revolucio´n y no solo enfatizar en te´cnicas y algoritmos repetitivos
que son tediosos, aunque son importantes muchas veces no dejan avanzar y profundi-
zar.
Entre los programas de ca´lculo simbo´lico (PCS) destacamos el DERIVE, el cual se uti-
lizara´ en la elaboracio´n de esta propuesta. Derive es uno de los llamados “Programas
de Ca´lculo Simbo´lico”, que podemos definir como programas para ordenadores perso-
nales (PC) que sirven para trabajar con matema´ticas usando las notaciones propias
(simbo´licas) de esta ciencia. As´ı, en un programa de ca´lculo simbo´lico el nu´mero pi se
trata como tal, a diferencia de muchas calculadoras que consideran so´lo una aproxi-
macio´n (3’1415...).Los programas de ca´lculo simbo´lico son capaces de hacer derivadas,
integrales, l´ımites, y muchas otras operaciones matema´ticas. Suelen tener capacidades
gra´ficas (representacio´n de curvas y funciones) y, por supuesto, capacidades nume´ricas
que suplen sobradamente a la mejor de las calculadoras. Todas estas caracter´ısticas
hacen de este programa una herramienta facilitadora en los procesos de ensen˜anza y
aprendizaje de los so´lidos de revolucio´n.
Existen muchos programas de ca´lculo simbo´lico, en esta propuesta se trabajo´ con DE-
RIVE por varios motivos [7], entre:
16 2. Marco teo´rico
Este programa lo ha incentivado el ministerio de educacio´n e instalado gratuita-
mente en algunos colegios pu´blicos del pa´ıs.
Es fa´cil de manejar.
Las calculadoras gra´ficas de la Texas Instruments (TI-92+ y Voyager 200) se
basan en la programacio´n de DERIVE.
Por Internet se puede obtener varias versiones gratuitas.
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Cap´ıtulo 3
Metodolog´ıa
3.1. fases
El trabajo se realizo´ en cuatro fases (Vea´se Tabla (3.1), estas se ejecutaron en los
tiempos indicados en el cronograma, (vea´se imagen (3.1))
FASE OBJETIVOS ACTIVIDADES
Fase 1: Ex-
ploracio´n
Disen˜ar y aplicar una prue-
ba de entrada, para identifi-
car los pre-saberes que po-
seen los estudiantes sobre
solidos de revolucio´n.
1.1 Revisio´n bi-
bliogra´fica sobre los
conceptos a trabajar.
1.2 Disen˜o y aplica-
cio´n de la prueba de
entrada.
1.3 Ana´lisis e interpre-
tacio´n de los resulta-
dos obtenidos en la de
la prueba de entrada.
Sigue en la pa´gina siguiente.
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Fase 2:
Concep-
tualizacio´n
Identificar los conocimien-
tos que deben poseer los
educandos para construir el
concepto de solido de revo-
lucio´n.
2.1 Seleccionar aspec-
tos de temas prerre-
quisitos para traba-
jar so´lidos de revolu-
cio´n como: gra´ficas de
funciones, rotaciones,
a´rea de figuras planas,
ca´lculo de volu´menes,
me´todos de solucio´n
de integrales.
Fase 3:
Programa-
cio´n en
derive
Reconocer los procedimien-
tos necesarios para visuali-
zar y encontrar el volumen
de un so´lido de revolucio´n
haciendo uso de Derive.
3.1 Elaborar un ma-
nual sobre el uso de
comandos ba´sicos ne-
cesarios para trabajar
so´lidos en derive.
3.2 obtener paso a pa-
so los diferentes pro-
cesos para visualizar
un so´lido de revolu-
cio´n en derive.
Fase 4:
Disen˜o
Elaborar la unidad dida´cti-
ca
Organizar la informa-
cio´n obtenida en las
fases 2 y 3
Disen˜ar y elaborar la
unidad dida´ctica con
las caracter´ısticas ne-
cesarias para que el
estudiante se apropie
del concepto de solido
de revolucio´n
Cuadro 3.1: Proceso metodolo´gico.
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Figura 3.1: Cronograma desarrollado
3.2. Ana´lisis de la prueba diagnostica
Se disen˜o´ una prueba diagno´stica (ve´ase el ape´ndice (A)) para identificar los pre sabe-
res que poseen los estudiantes sobre el concepto de solido de revolucio´n, adema´s, para
identificar si conocen el software Matema´tico DERIVE. Esta prueba se aplico´ a 13
estudiantes de tercer semestre de Ingenier´ıa de sistemas de la Fundacio´n Universitaria
Juan de Castellanos, que cursaban la asignatura de ca´lculo integral durante el primer
semestre acade´mico del 2014.
Se realizo´ un ana´lisis a las respuestas obtenidas en la prueba diagno´stica, obteniendo
los siguientes resultados:
Pregunta 1 ¿Le gustar´ıa utilizar un software matema´tico que le permita verificar los
resultados obtenidos en la resolucio´n de una integral, adema´s, mediante este, pueda
realizar diferentes operaciones matema´ticas como: graficar funciones, solucionar siste-
mas de ecuaciones y factorizar?
a) Si
b) No
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Figura 3.2: Resultados pregunta 1
Al 93 % de los estudiantes le gustar´ıa utilizar un Software matema´tico que les permita
verificar o solucionar un ejercicio propuesto.
Pregunta 2 ¿Conoce el software Matema´tico Derive?
a) Si
b) No
Figura 3.3: Resultados pregunta 2
El 64 % de los estudiantes NO conoce el Software DERIVE, entoces, la implementacio´n
de esta herramienta ser´ıa algo novedoso .
Pregunta 3 ¿Ha utilizado el Software Derive para verificar o solucionar ejercicios
planteados en la asignatura de ca´lculo integral?
a) Si
b) No
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Figura 3.4: Resultados pregunta 3
Un estudiante de los cinco que conocen el Software DERIVE, lo ha utilizado para
verificar o solucionar un problema dado, es decir, que los dema´s no lo saben utilizar.
Por esta razo´n, se creara un instrumento que indique, como utilizar este software.
Pregunta 4 ¿Que´ figura se obtendra´ al girar la regio´n sombreada alrededor de?:
Figura 3.5: funcio´n y = x
a) El eje x
b) El eje y
c) Se puede hallar el a´rea de la regio´n, si se sabe que la funcio´n que la define es y=x
d) Se le puede hallar el volumen.
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Figura 3.6: Resultados pregunta 4
Se identifico´, que los estudiantes no poseen claro el concepto de rotacio´n, la mayor´ıa
reflejo la funcio´n sobre el eje indicado, pero no visualizaron que se generaba un so´lido.
Teniendo el concepto de integral, ninguno lo utilizo para hallar el a´rea pedida, los tres
estudiantes que la hallaron utilizaron la fo´rmula del a´rea de un tria´ngulo. Al no poder
hallar el a´rea y no visualizar el so´lido ninguno pudo hallar el volumen solicitado. Por
eso, se crearan actividades que permitan visualizar un so´lido de revolucio´n a los edu-
candos.
Pregunta 5 Dadas las siguientes figuras realice: Un corte perpendicular al eje mos-
trado ¿Que´ figuras se obtendr´ıan en las caras de cada corte?
Figura 3.7: Secciones transversales
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Figura 3.8: Resultados pregunta 5
En esta pregunta se evidencio que los estudiantes no tienen claro el concepto de per-
pendicularidad, ya que algunos hicieron el corte indebidamente. Los que hicieron el
corte no identificaron o no pudieron explicar la figura que se obten´ıa. Se puede eviden-
ciar que no manejan bien el paso de R2 a R3 o viceversa.
Pregunta 6: Grafique la siguiente funcio´n para valores solo en el primer cuadrante:
y = x2 y realice las siguientes actividades:
a) Dibuje el a´rea bajo la curva
b) Halle el a´rea
c) Rote la regio´n alrededor del eje x
d) ¿Que figura obtuvo?,
e) Halle el volumen
Figura 3.9: Resultados pregunta 6
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Segu´n las respuestas se pudo evidenciar que los estudiantes saben graficar una funcio´n,
y dibujar el a´rea pedida, aunque la mayor´ıa no realiza la tabla de valores y no grafica
los puntos en el plano cartesiano debidamente. Se vuelve a detectar que no poseen
el concepto de rotacio´n sobre un eje y la figura que se obtiene al hacer este tipo de
transformacio´n.
3.3. Disen˜o de la Unidad Dida´ctica
Basados en los resultados obtenidos en la prueba Diagno´stica, es evidente que en la
unidad dida´ctica se debe enunciar el co´mo usar el programa DERIVE. Para esto se
creara un pequen˜o manual donde se mostraran las principales herramientas de este,
adema´s, se explicara co´mo se utiliza para: graficar una funcio´n, solucionar sistemas de
ecuaciones, hallar l´ımites y derivadas.
El concepto de so´lido de revolucio´n se genera a partir de la nocio´n de integral, por eso,
es necesario dedicar en la unidad dida´ctica, una seccio´n donde se construya el concepto
de integral haciendo uso del software DERIVE. La programacio´n que se utilizo´ se tomo:
[8] y [9]
Apoyados en la informacio´n anterior la Unidad dida´ctica estara´ constituida por 3
secciones:
Seccio´n 1: Instructivo de DERIVE.
Seccio´n 2: Integracio´n con DERIVE.
Seccio´n 3: Construccio´n del concepto de So´lido de revolucio´n y su visualizacio´n
con DERIVE.
• Actividad 1: Explorando el concepto de so´lido de revolucio´n.
• Actividad 2: Construyendo el concepto de so´lido de revolucio´n.
• Actividad 3: programando en derive para visualizar un so´lido
• Actividad 4: evaluando lo aprendido.
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Cap´ıtulo 4
Unidad Dida´ctica
La siguiente unidad busca incorporar el uso de las TIC en la ensen˜anza de las matema´ti-
cas, a trave´s del uso del software DERIVE. En ella, se encontrara un instructivol donde
se explican los comandos ba´sicos del software y como utilizarlos en la solucio´n de un
problema matema´tico dado. Tambie´n se realiza una construccio´n teo´rica del concepto
de integral y se muestra co´mo resolver problemas de a´reas bajo o entre curvas e inte-
gracio´n por sustitucio´n, mediante procesos matema´ticos y haciendo uso del software.
Finalmente se proponen una serie de actividades que le permitira´n al estudiante cons-
truir el concepto de so´lido de revolucio´n y mediante el software visualizarlo y hallar el
volumen.
En la figura 4.1 se muestra la portada que se utilizara en la unidad dida´ctica:
Figura 4.1: Portada de la unidad Dida´ctica
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4.1. Instructivo de DERIVE
4.1.1. Objetivo:
Proporcionar la informacio´n necesaria para que el estudiante pueda utilizar el software
DERIVE en la solucio´n de un problema dado.
Al abrir el software la pantalla de inicio es: (ve´ase la figura (4.2)) en la que se visualiza:
Figura 4.2: Pantalla de inicio del software DERIVE
1. Panel de entrada: En este espacio se deben escribir las expresiones matema´ti-
cas como: funciones, ecuaciones, polinomios algebraicos, etc. Es necesario que se
utilicen los pare´ntesis en los lugares adecuados y los s´ımbolos apropiados en cada
caso. En la figura 4.3 se muestra con ejemplos, como se escribe en DERIVE:
Figura 4.3: Ejemplos de funciones editadas en DERIVE
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2. S´ımbolos matema´ticos: En este espacio aparecen s´ımbolos y notaciones ma-
tema´ticos que son necesarios para escribir una expresio´n matema´tica.
3. Panel de salida: Toda expresio´n que se escriba en el panel de entrada o que se
obtenga de la barra de herramientas aparecera´ en este espacio, por eso, es muy
importante saber que se quiere calcular o expresar para no cometer errores.
4. Barra de herramientas: En este espacio una vez seleccionada la expresio´n ma-
tema´tica se puede realizar o calcular una serie de operaciones matema´ticas como:
graficar una funcio´n en R2 o R3, introducir y resolver un sistema de ecuaciones
lineales, factorizar una expresio´n algebraica, resolver una ecuacio´n de cualquier
orden, hallar un l´ımite, calcular derivadas e integrales, etc.
Los estudiantes pueden resolver paso a paso los siguientes ejercicios ya que hacen parte
de la tema´tica de cursos anteriores, pero estos se resolvera´n con ayuda del DERIVE
y as´ı evidenciar las herramientas y la eficacia del programa. Es importante resaltar
que no se pretende dejar a un lado los procesos matema´ticos que hay detra´s de cada
ejercicio. Todo ejercicio que se realice o se presente debe mostrar los pasos que se
utilizaron para resolverlo, con el software podemos verificar los resultados obtenidos,
sin embargo, es necesario aclarar que el DERIVE simplifica lo ma´s que se pueda cada
respuesta, por eso, hay que realizar todas las operaciones necesarias para que coincidan
los resultados.
Graficar la funcio´n:
f (x) =
x2 − 3x+ 2
x− 1
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.4) y (4.5) )
Figura 4.4: Pasos 1, 2 y 3 para graficar una funcio´n con DERIVE
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Figura 4.5: Pasos 4, 5 y 6 para graficar una funcio´n con DERIVE
Paso 1: Introducir la funcio´n a graficar, enseguida dar Enter.
Paso 2: la funcio´n aparecera´ en el panel de salida, es importante observar que la fun-
cio´n que aparece es la indicada, si no lo es, se debe reescribir y mirar que errores se
cometieron, en ocasiones no aparece nada en el panel de salida, esto se debe a un error
en la escritura y se mostrara en la pantalla un letrero: error de sintaxis.
Paso 3: Hacer Click en este icono que es la ventana 2D, en esta se grafican las funcio-
nes de dos variables, si es una funcio´n de tres variables se oprime el icono de al lado
que es la ventana 3D.
Los pasos 1,2 y 3 se visualizan en la ventana alge´brica. Despue´s de elegir la gra´fica en
2D o 3D aparece la ventana gra´fica.
Paso 4: Dar click en este icono, aparecera´ la gra´fica requerida.
Paso 5: Las opciones que se muestran en este espacio son para comprimir o expandir
la gra´fica en cualquiera de sus ejes, si se requieren las pueden usar segu´n lo que se
quiera visualizar de la gra´fica.
Paso 6: Este icono se utiliza para volver a la ventana algebraica.
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
x− 2y + 3z = 1
x+ 2y − z = 13
3x+ 2y − 5z = 3
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.6), (4.7) y 4.8 )
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Figura 4.6: Paso 1 para resolver un sistema de ecuaciones DERIVE
Figura 4.7: Pasos 2 y 3 para resolver un sistema de ecuaciones DERIVE
Figura 4.8: Pasos 4 y 5 para resolver un sistema de ecuaciones DERIVE
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Paso 1: Ir a la barra de herramientas y seleccionar resolver, luego se elige el icono
de sistema, este hace referencia a sistemas de ecuaciones, enseguida aparece un cua-
dro para seleccionar el nu´mero de ecuaciones, en este caso seleccionamos 3. Se puede
resolver sistemas au´n ma´s grandes y complicados, es aqu´ı, donde se ve la eficacia del
programa.
Paso 2: Aparecen tres espacios, cada uno para la ecuacio´n correspondiente, se escriben
las tres ecuaciones teniendo en cuenta los signos y las variables.
Paso 3: Se hace click en resolver. El programa retoma la ventana algebraica.
Paso 4: Aparece el sistema de ecuaciones y las variables correspondientes. Si se ob-
serva algu´n error de escritura en el sistema de ecuaciones, se realiza lo siguiente: se
selecciona el sistema, se hace click en el panel de entrada y se pulsa F3, inmediatamente
el sistema aparece en este espacio, se hacen los cambios pertinentes y se da enter, el
sistema aparecera´ en el panel de salida, se busca en la barra de herramientas el igua
se da clickl y arrojara la respuesta en el paso 5.
factorizar la siguiente expresio´n: x3 + 4x2 + x+ 4
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.9) y (4.10) )
Figura 4.9: Pasos 1, 2 ,3 para factorizar una expresio´n algebraica
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Figura 4.10: Pasos 4, 5 para factorizar una expresio´n algebraica
Paso 1: Introducir la funcio´n en el panel de entrada.
Paso 2: Seleccionar la funcio´n del panel de salida.
Paso 3: En la barra de herramientas se selecciona simplificar y luego factorizar.
Paso 4: Al oprimir factorizar aparece una nueva ventana, en ella se puede seleccionar
respecto a que variable se quiere hacer la factorizacio´n, luego se da click en factorizar.
Paso 5: En la ventana algebraica aparecera´ la factorizacio´n de la expresio´n dada.
Resolver la siguiente ecuacio´n cuadra´tica: 2x2 − 4x− 6 = 0
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.11) y (4.12) )
Figura 4.11: Paso 1 para resolver una ecuacio´n
32 4. Unidad Dida´ctica
Figura 4.12: Pasos 2 y 3 para resolver una ecuacio´n
Paso 1: Se introduce la funcio´n, se selecciona del panel de salida, y en la barra de
herramientas se elige resolver, luego se da click en expresio´n.
Paso 2: Aparece una ventana donde se selecciona respecto a que variable se va a solu-
cionar, el me´todo y el dominio, para este ejercicio la variable es x el me´todo algebraico
y el dominio los complejos, enseguida se da click en resolver.
Paso 3: Se muestra la solucio´n de esta ecuacio´n, en este caso, tiene dos soluciones
reales.
Hallar el siguiente l´ımite:
l´ım
t→o
√
t2 + 9− 3
t2
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.13), (4.14) y
(4.15) )
Figura 4.13: Paso 1 para hallar un L´ımite
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Figura 4.14: Pasos 2 y 3 para hallar un L´ımite
Figura 4.15: Paso 4 para hallar un L´ımite
Paso 1: Se introduce la funcio´n y se selecciona del panel de salida, luego, de la barra
de herramientas se elige la opcio´n ca´lculo (es la opcio´n que ma´s se utiliza en el ca´lculo
integral) y se hace click en l´ımites.
Paso 2: Se escoge la variable, en este caso x, luego el punto al que tiende el l´ımete, en
el ejercicio 0, se escoge si es un l´ımite por derecha o por izquierda en este caso: ambos.
Paso 3: Se da click en simplificar
Paso 4 Aparecera´ la respuesta, en este ejemplo 1
6
. Es importante resaltar que este
l´ımite inicialmente es indeterminado y que hay que multiplicar por le conjugado del
numerador, pero el programa lo hace au´n ma´s fa´cil.
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Hallar la derivada de la siguiente funcio´n:
y =
x3 + 7
x
Para esto se realizaran los siguientes pasos: (ve´ase las figuras:(4.16), (4.17) y
(4.18) )
Figura 4.16: Paso 1 para hallar la derivada de una funcio´n
Figura 4.17: Pasos 2 y 3 para hallar la derivada de una funcio´n
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Figura 4.18: Paso 4 para hallar la derivada de una funcio´n
Paso 1: Se introduce la funcio´n y se selecciona del panel de salida, luego, en la barra
de herramientas se elige la opcio´n ca´lculo y se hace click en Derivadas.
Paso 2: Se escoge la variable, en este caso x, luego el orden de la derivada, en el
ejercicio se calculara la primera derivada.
Paso 3: Se da click en simplificar.
Paso 4: Aparecera´ la respuesta. En este ejercicio para calcular esta derivada, se deb´ıa
haber aplicado la regla del cociente.
4.2. Integracio´n con DERIVE
La integracio´n es una de las herramientas ma´s importantes que se han desarrollado en
las matema´ticas. Por medio de estas, se han solucionado problema´ticas referentes a:
a´reas bajo una curva, volu´menes, longitudes de curvas, probabilidad, etc. Existen dos
tipos de integrales: las definidas y las indefinidas y para solucionarlas existen diferentes
me´todos como: sustitucio´n, por partes, fracciones parciales, sustituciones trigonome´tri-
cas, entre otras.
4.2.1. Objetivo:
Enunciar los preconceptos necesarios para la construccio´n del concepto de solido de
revolucio´n, adema´s, mediante ejemplos mostrar los diferentes procesos de integracio´n
paso a paso y su verificacio´n con DERIVE.
Antes de introducir el concepto de integral es importante hablar de anti derivadas que
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esta´ muy relacionado con el concepto de integral.
4.2.2. Antiderivadas
Definicio´n 4 Antiderivada: Una funcio´n F es una antiderivada de f en un inter-
valo I si F ′ (X) = f (x) para todo x ∈ I
En otras palabras una funcio´n F es la antiderivada de f , si al derivar F se obtiene f .
EJEMPLO 1:
a. f (x) = 3x, entonces, su antiderivada es: F (x) = 3
2
x2 porque, F ′ (x) = 3x
b. f (x) = sen (x), entonces, su antiderivada es:F (x) = − cos (x), porque, F ′ (x) =
sen (x)
Como se puede observar si se adiciona cualquier constante (C) a la antiderivada, esta
sigue siendo la antiderivada, ya que la derivada de una constante es cero, por lo tanto,
una funcio´n tiene infinitas antiderivadas,es decir:
Teorema 3 Si F es una antiderivada de f en un intervalo I , entonces la antiderivada
ma´s general de f en I es:
F (x) + C
donde C es una constante arbitraria
En la tabla 4.1 se enuncian las fo´rmulas para algunas antiderivadas, donde x es la
variable y k cualquier constante distinta de cero:
Funcio´n Antiderivada General
k kx+ c
xn x
n+1
n+1
+ C
sen (kx) − cos(kx)
k
+ C
cos (kx) sen(kx)
k
+ C
sec2 (kx) tan(kx)
k
+ C
csc2 (kx) − cot(kx)
k
+ C
sec (kx) tan (kx) sec(kx)
k
+ C
csc (kx) cot (kx) − csc(kx)
k
+ C
ekx e
kx
k
+ C
Cuadro 4.1: Funciones con su Antiderivada General.
Como se observa, hasta el momento solo se podra´n encontrar antiderivadas de una
potencia y de algunas funciones en particular. Es importante resaltar que en el proceso
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de derivacio´n cuando la funcio´n es compuesta, por regla de la cadena se multiplicaba
por la derivada interna, en las antiderivadas se divide por la derivada interna. Las
funciones que no se puedan expresar como las anteriores, no se les podra´ hallar sus
antiderivadas por el momento.
Propiedades: Sean f y g funciones, con k ∈ R, entonces:
Cuadro 4.2: Propiedades de las Antiderivadas
Regla Funcio´n Antiderivada General
Regla del mu´ltiplo
constante
kf (x) kF (x) + C
Regla del negativo −f (x) −F (x) + C
Regla de la suma o
diferencia
f (x)± g (x) F (x)±G (x) + C
EJEMPLO 2: Hallar la antiderivada ma´s general de las siguientes funciones:
a. f (x) =
3
2
4
√
x3
Por propiedades de potencia se tiene:
f (x) =
2
3
x
3
4
Aplicando las fo´rmulas y propiedades de las antiderivadas:
F (x) =
2
3
x
3
4
+1
3
4
+ 1
+ C
Realizando las sumas correspondientes:
F (x) =
2
3
x
7
4
7
4
+ C
haciendo producto de medios y extremos se obtiene:
F (x) =
8
21
x
7
4 + C
Esta es la Antiderivada ma´s general de f (x) , porque al derivarla obtenemos f (x):
b. f (t) = (2t− 2)2
Desarrollando el binomio se tiene:
f (t) = (2t− 2)2
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Aplicando las fo´rmulas y propiedades de las antiderivas
f (t) = 4t2 − 8t+ 4
Realizando las sumas correspondientes
F (t) =
4t2+1
2 + 1
− 8t
1+1
1 + 1
+ 4t
Simplificando la expresio´n se obtiene su atiderivada general.
F (t) =
4t3
3
− 8t
2
2
+ 4t
F (t) =
4t3
3
− 4t2 + 4t
Definicio´n 5 Integrales indefinidas: La coleccio´n de todas las antiderivadas de f
se denomina la integral indefinida de f con respecto a x , o la variable correspondiente,
la cual se denota mediante: ∫
f (x)dx
El s´ımbolo de
∫
es el signo de integral. La funcio´n f es el integrando de la integral y
x es la variable de integracio´n en este caso.
EJEMPLO 3: Hallar las siguientes integrales aplicando la definicio´n:
a.
∫
x2dx =
x3
3
+ C
b.
∫
sin (2t)dt =
− cos (2t)
2
+ C
c.
∫ (
2x2 − 3x+ 7
)
dx =
2
3
x3 − 3
2
x2 + 7x+ C
Verificando las respuestas anteriores en DERIVE. Para esto se realizan los siguientes
pasos ( ve´ase las figuras: (4.19)y (4.20))
Figura 4.19: Pasos 1 y 2 para hallar la integral de una funcio´n
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Figura 4.20: Paso 3 para hallar la integral de una funcio´n
Paso 1: Se introduce la funcio´n, se selecciona del panel de salida y en la barra de
herramientas se busca el icono de integral y se da click sobre este.
Paso 2: Aparece un cuadro, en este se selecciona la variable y el tipo de integrales, en
este caso la variable es x y la integral es indefinida y luego se hace click en s´ı.
Paso 3: En el panel de salida aparece la integral que se requiere. En la barra de he-
rramientas se busca el icono del igual, se da click sobre este y aparecera´ la respuesta,
para el ejercicio: x
3
3
que coincide con la del ejemplo realizado , solo que derive no pone
la constante de integracio´n.
Para resolver los dema´s ejercicios, se siguen los mismos pasos y se obtienen los siguien-
tes resultados (Vea´se la figura (4.21)), que son iguales a los hallados utilizando las
propiedades.
Figura 4.21: Ejemplos de integracio´n con DERIVE
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4.2.3. A´reas
Si se desea calcular el a´rea de la regio´n R que esta´ por debajo de la curva y = f (x),
entre las rectas x = a y x = b (Ve´ase figura 4.22), no es fa´cil, ya que no existen
fo´rmulas geome´tricas para el ca´lculo de a´reas cuyos lados son curvos.
Figura 4.22: A´rea bajo la curva y = f (x)
Hasta el momento no se ha enunciado un procedimiento para hacerlo, sin embargo, se
realizara´ una aproximacio´n al valor del a´rea R, mediante la construccio´n de recta´ngulos
y la suma de sus a´reas (Ve´ase EJEMPLO 4).
EJEMPLO 4: Hallar el a´rea bajo la curvay = x2 + 1, acotada por el eje x y las rectas
x = 0 y x = 4. (Ve´ase la figura 4.23)
Figura 4.23: A´rea bajo la curva y = x2 + 1
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Para resolver este problema hay dos formas: con recta´ngulos que contienen a A o
mediante recta´ngulos contenidos en A. Es importante resaltar, que en este proceso, los
recta´ngulos deben tener el mismo ancho, adema´s, entre ma´s recta´ngulos mejor sera´ la
aproximacio´n.
Denotemos a:
n = Nu´mero de recta´ngulos
∆x = Ancho del intervalo
PROCESO 1: Con recta´ngulos que contienen a A.
Utilizando dos recta´ngulos, es decir, n = 2 y ∆x = 2, (Ve´ase la figura 4.24)
Figura 4.24: Aproximacio´n del a´rea bajo la curva y = x2 + 1 con dos recta´ngulos
Se observa en la figura 4.24 que el a´rea A1 es mayor a la requerida, la altura de los
recta´ngulos de izquierda a derecha es el valor de la funcio´n al evaluar el valor del extre-
mo derecho de cada recta´ngulo o subintervalo de [0, 4], entonces, lo que se debe hacer,
es hallar las a´reas de los recta´ngulos y sumarlas, estas sumas dara´n una aproximacio´n
del a´rea pedida. Como el a´rea de un recta´ngulo es ancho por altura, entonces, se tiene:
AR1 = 2× 5 = 10
AR2 = 2× 17 = 34
A ≈ A1 = AR1 + AR2
A ≈ A1 = 10 + 34
A ≈ A1 = 44
A ≈ 44
Utilizando tres recta´ngulos, es decir, n = 3 y ∆x = 3
4
, (Ve´ase la figura 4.25)
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Figura 4.25: Aproximacio´n del a´rea bajo la curva y = x2 + 1 con tres recta´ngulos
La aproximacio´n del a´rea A2 ser´ıa:
AR1 =
4
3
× 25
9
=
100
27
AR2 =
4
3
× 73
9
=
292
27
AR3 =
4
3
× 17 = 68
3
A ≈ A2 = AR1 + AR2 + AR3
A ≈ A2 = 100
27
+
292
27
+
68
3
A ≈ A2 = 1004
27
A ≈ 37,19
Utilizando cuatro recta´ngulos: , es decir, n = 4 y ∆x = 1,(Ve´ase la figura 4.26)
Figura 4.26: Aproximacio´n del a´rea bajo la curva y = x2 + 1 con Cuatro recta´ngulos
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La aproximacio´n del a´rea A3 ser´ıa:
AR1 = 1× 2 = 2
AR2 = 1× 5 = 5
AR3 = 1× 10 = 10
AR4 = 1× 17 = 17
A ≈ A3 = AR1 + AR2 + AR3 + AR4
A ≈ A3 = 2 + 5 + 19 + 17
A ≈ A3 = 34
A ≈ 34
Si se sigue el proceso para n = 5, 8, 20, 80 se tiene: (Ve´ase la figura 4.27)
Figura 4.27: Aproximacio´n del a´rea bajo la curva y = x2+1 con 5, 8, 20, 80 recta´ngulos
Se puede observar en la figura (4.27) que al usar ma´s recta´ngulos el a´rea calculada se
aproximara´ a la verdadera.
PROCESO 2: Con recta´ngulos que contienen a A:
Utilizando dos recta´ngulos, es decir, n = 2 y ∆x = 2, (Ve´ase la figura 4.28)
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Figura 4.28: Aproximacio´n del a´rea de y = x2 + 1 con 2 recta´ngulos inscritos
Se puede observar en la figura (4.28) que el a´rea A1 es menor a la requerida, la altura
de los recta´ngulos de izquierda a derecha es el valor de la funcio´n al evaluar el valor
extremo izquierdo de cada recta´ngulo o subintervalo de [0, 4], entonces, se debe hallar
las a´reas de los dos recta´ngulos y sumarlas, esto nos dara´ una aproximacio´n del a´rea
deseada. Como el a´rea de un recta´ngulo es ancho por altura, entonces, se tiene:
AR1 = 2× 1 = 2
AR2 = 2× 5 = 10
A ≈ A1 = AR1 + AR2
A ≈ A1 = 2 + 10
A ≈ A1 = 12
A ≈ 12
Utilizando tres recta´ngulos, es decir, n = 3 y ∆x = 3
4
, (Ve´ase la figura 4.29)
Figura 4.29: Aproximacio´n del a´rea de y = x2 + 1 con 3 recta´ngulos inscritos
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La aproximacio´n del a´rea A2 es:
AR1 =
4
3
× 1 = 4
3
AR2 =
4
3
× 25
9
=
100
27
AR3 =
4
3
× 73
9
=
292
27
A ≈ A2 = AR1 + AR2 + AR3
A ≈ A2 = 4
3
+
100
27
+
292
27
A ≈ A2 = 428
27
A ≈ 15,85
Utilizando cuatro recta´ngulos: , es decir, n = 4 y ∆x = 1,(Ve´ase la figura 4.30)
Figura 4.30: Aproximacio´n del a´rea de y = x2 + 1 con Cuatro recta´ngulos
La aproximacio´n del a´rea A3 ser´ıa:
AR1 = 1× 1 = 1
AR2 = 1× 2 = 2
AR3 = 1× 5 = 5
AR4 = 1× 10 = 10
A ≈ A3 = AR1 + AR2 + AR3 + AR4
A ≈ A3 = 1 + 2 + 5 + 10
A ≈ A3 = 18
A ≈ 18
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Ana´logamente se hace el proceso para n = 5, 8, 20, 80 se tiene: (Ve´ase la figura
4.31)
Figura 4.31: Aproximacio´n del a´rea de y = x2 + 1 con 5, 8, 20, 80 recta´ngulos
Se observa en la figura (4.31) que al usar ma´s recta´ngulos el a´rea calculada se aproxi-
mara´ a la verdadera.
PRACTICA 1
1. Hallar el a´rea bajo la curva y = x2 + 1, acotada por el eje x y las rectas x = 0 y
x = 4 y completar la tabla (4.3).
n = nu´mero de
recta´ngulos
∆x = Ancho del
recta´ngulo
A´rea
aproximada, con
recta´ngulos que
contiene el a´rea
requerida
A´rea
aproximada, con
recta´ngulos que
esta´n contenidos
en el a´rea
pedida
2 2 5 3
4
6
8
10
Sigue en la pa´gina siguiente.
4.2. Integracion con DERIVE 47
12
14
Cuadro 4.3: PRACTICA 1
2. Utilizando 2, 4, y 6 recta´ngulos que contienen y esta´n contenidos en el a´rea,
graficar y hallar el a´rea aproximada de las siguientes funciones:
f (x) = x3 entre x = 0 y x = 6.
f (x) = x2 entre x = −3 y x = 3
f (x) = x2 + 2x− 3 entre x = 1 yx = 4
3. Investigar que es una sumatoria y sus propiedades.
Como se observo´, para encontrar un valor muy cercano al valor verdadero, mediante
recta´ngulos es bastante tediosa, por los numerosos ca´lculos que se deben hacer, no
obstante, apoyados en los conceptos de sumatoria y l´ımite, podemos encontrar el valor
exacto del a´rea requerida.
4.2.4. Sumatorias
Definicio´n 6 Sigma o sumatoria: Mediante la notacio´n de sigma o suma se puede
escribir de forma abreviada la suma de muchos te´rminos. Esta notacio´n se debe a la
letra Griega mayu´scula
∑
, que equivale a la S de palabra suma.
n∑
k=1
ak = a1 + a2 + a3 + a4 + ...+ an
Lo que significa: la sumatoria desde k = 1 hasta k = n de los ak. Donde k es el ı´ndice
de la sumatoria o variable, y el proceso es reemplazar la variable por: 1, 2, 3, 4, 5, . . . , n
y sumar las expresiones resultantes.
Ejemplo 5:
a.
5∑
k=1
k2 = 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55
b.
4∑
k=1
k (k + 1) = 1 (1 + 1) + 2 (2 + 1) + 3 (3 + 1) + 4 (4 + 1) = 40
c.
6∑
k=2
k
2
= 1 + 3
2
+ 2 + 5
2
+ 3 = 10
Propiedades de la sumatoria:
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Regla de la suma:
n∑
k=1
(ak + bk) =
n∑
k=1
ak +
n∑
k=1
bk
Regla de la diferencia:
n∑
k=1
(ak − bk) =
n∑
k=1
ak −
n∑
k=1
bk
Regla del mu´ltiplo constante:
n∑
k=1
cak = c
n∑
k=1
ak con c ∈ R
Regla de la constante:
n∑
k=1
c = n× c con c ∈ R
A continuacio´n se presentan las fo´rmulas de algunas sumatorias que se utilizara´n para
hallar el a´rea que yace bajo una curva.
* La suma de los primeros n enteros positivos:
n∑
k=1
k =
n (n+ 1)
2
* La suma de los primeros n cuadrados:
n∑
k=1
k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)
6
* La suma de los primeros n cubos
n∑
k=1
k3 =
n2(n+ 1)2
4
Como se observo en el ejemplo 4, entre ma´s subintervalos de igual ancho la aproxima-
cio´n del a´rea sera´ ma´s exacta. Entonces dividiremos la regio´n dada en n intervalos o
recta´ngulos. Ve´ase figura (4.32):
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Figura 4.32: A´rea bajo una curva mediante n recta´ngulos
Como el ancho del intervalo [a, b] es b − a, entonces, este resultado lo dividimos en el
nu´mero de recta´ngulos que se requieren, en nuestro caso en n, es decir:
∆x =
b− a
n
Cada recta´ngulo o subintervalo esta´ dado por:
[x0, x1] , [x1, x2] , [x2, x3] , ..., [xk−1, xk] , ..., [xn−1, xn]
Donde x0 = a y xn = b , leyendo de izquierda a derecha. El punto derecho de cada
recta´ngulo es:
x1 = a+ ∆x, x2 = a+ 2∆x, x3 = a+ 3∆x, ..., xk = a+ k∆x...
Cada uno de estos recta´ngulos tiene como ancho ∆x y su altura es la imagen de su
punto derecho, es decir, que el recta´ngulo k−e´simo tiene ancho ∆x y altura es f (x),
entonces, el a´rea de dicho recta´ngulo es: f (xk) ∆x . Ahora, si se suman todas estas
a´reas se obtendr´ıa el a´rea de la regio´n dada, estas sumas se conoce como sumas de
Riemann.
A = f (x1) ∆x+ f (x2) ∆x+ f (x3) ∆x+ ...+ f (xn) ∆x
Como se ha observado entre ma´s recta´ngulos la aproximacio´n sera´ ma´s efectiva, es
decir, que si n→∞ tendr´ıamos el a´rea de regio´n requerida.
Definicio´n 7 El a´rea de una regio´n R que yace bajo la curva de la una funcio´n con-
tinua f , es el l´ımite de las sumas de las a´reas de los recta´ngulos utilizados.
A = l´ım
n→∞ [f (x1) ∆x+ f (x2) ∆x+ f (x3) ∆x+ ...+ f (xn) ∆x] (4.1)
Es decir:
A = l´ım
n→∞
n∑
k=1
f (xk) ∆x (4.2)
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Donde:
Ancho del recta´ngulo:
∆x =
b− a
n
(4.3)
Punto final derecho:
xk = a+ k∆x (4.4)
Altura:
f (xk) = f (a+ k∆x) (4.5)
Ejemplo 6: Resolver el ejemplo 4, aplicando la definicio´n anterior.
Proceso: Para hallar el a´rea pedida, se necesita dividir la regio´n dada en n recta´ngulos,
hallar el ancho, el punto final derecho, la altura y aplicar la fo´rmula de la definicio´n 7
para el a´rea bajo una curva.
Ancho:
∆x =
b− a
n
=
4− 0
n
=
4
n
Punto final derecho:
xk = a+ k∆x = 0 + k
(
4
n
)
=
4k
n
Altura:
f (xk) = f (a+ k∆x) = f
(
4k
n
)
=
(
4k
n
)2
+ 1 =
16k2 + n2
n2
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Reemplazando en la ecuacio´n (4.2) se tiene:
A = l´ım
n→∞
n∑
k=1
f (xk) ∆x
A = l´ım
n→∞
n∑
k=1
(
16k2 + n2
n2
)(
4
n
)
A = l´ım
n→∞
n∑
k=1
(
4
n3
) (
16k2 + n2
)
A = l´ım
n→∞
4
n3
n∑
k=1
(
16k2 + n2
)
Aplicando propiedades de la sumatoria
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
n∑
k=1
16k2 +
n∑
k=1
n2
)
Aplicando regla del mu´ltiplo constante
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
16
n∑
k=1
k2 + n2
n∑
k=1
1
)
Desarrollando las sumatorias
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
16
n (n+ 1) (2n+ 1)
6
+ n2 (n)
)
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
8
(2n3 + 3n2 + n)
3
+ n3
)
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
16n3 + 24n2 + 8n
3
+ n3
)
A = l´ım
n→∞
4
n3
(
16n3 + 24n2 + 8n+ 3n
3
3)
A =
4
3
l´ım
n→∞
(
19n3
n3
+
24n2
n3
+
8n
n3
)
Simplificando
A =
4
3
l´ım
n→∞
(
19 +
24
n
+
8
n2
)
A =
4
3
(19)
A =
76
3
A ≈ 25,33333
Entonces, el a´rea bajo la curva de y = x2 + 1 entre x = 0 y x = 4 es: A = 76
3
Desarrollo del ejemplo 6 con DERIVE
El desarrollo de este ejemplo en DERIVE se ve en las imagenes: (4.33 , 4.34, 4.35 )
52 4. Unidad Dida´ctica
Figura 4.33: Pasos 1, 2 y 3 para calcular el a´rea de una funcio´n con DERIVE, mediante
las sumas de Riemann
Figura 4.34: Pasos 4 y 5 para calcular el a´rea de una funcio´n con DERIVE, mediante
las sumas de Riemann
Figura 4.35: Paso 6 para calcular el a´rea de una funcio´n con DERIVE, mediante las
sUmas de Riemann
Paso 1: Introducir la funcio´n,
(
16k2 + n2
n2
)(
4
n
)
, esta aparecera´ en el panel de salida.
Paso 2: En la barra de herramientas se selecciona el icono de sumatoria.
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Paso 3: despue´s del paso 2, se abrira´ un cuadro donde se escoge la variable, si es una
suma indefinida o definida, si es definida se deben colocar los l´ımites de la suma, en
este caso la variable es k , es una suma definida cuyo l´ımite inferior es 1 y el superior
es n, luego se daclick en s´ı.
Paso 4: Aparece la sumatoria en el panel de entrada, se selecciona y se va a la barra
de herramientas para seleccionar el icono de limite.
Paso 5: Se abre un cuadro donde se escoge la variable y el punto, en este caso la
variable es n y el punto es infinito, luego se hace click en s´ı.
Paso 6: En el panel de entrada aparece el l´ımite de la sumatoria, en la barra de he-
rramientas seleccionamos igual y aparecera´ el resultado de esta operacio´n, el cual es
igual al obtenido aplicando todo el procedimiento: A =
76
3
PRACTICA 2
Hallar el a´rea de las siguientes funciones mediante la definicio´n 6 y verifique los resul-
tados utilizando DERIVE:
1. f (x) = 1− 4x2 en el intervalo:
[
1
2
, 4
]
2. f (x) = x3 + 2 en el intervalo: [0, 5]
3. f (x) = x2 − 1 en el intervalo:[1, 4]
4. f (x) = x2 − x3 en el intervalo: [−1, 0]
5. f (x) = x+ 6x2 en el intervalo: [1, 4]
Como se menciono´ en la definicio´n 1, el l´ımite de la sumas de Riemann es un numero
J el cual se expresa mediante una integral asi: (Ve´ase la figura (4.36))
Figura 4.36: Componentes de una integral
Teorema 4 Integrabilidad de funciones continuas: si una funcio´n f es conti-
nua en el intervalo [a, b] o si f tiene a lo sumo un nu´mero finito de discontinuidades
de salto all´ı, entonces, la integral definida
b∫
a
f (x)dx existe y f es integrable en [a, b].
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Teorema 5 : cuando f y g son continuas en el intervalo [a, b] , la integral definida
cumple las siguientes reglas:
Orden de integracio´n:
a∫
b
f (x)dx = −
b∫
a
f (x)dx (4.6)
Intervalo de ancho cero:
a∫
a
f (x)dx = 0 (4.7)
Mu´ltiplo constante: con k ∈ R
b∫
a
kf (x)dx = k
b∫
a
f (x)dx (4.8)
Suma y diferencia:
b∫
a
(f (x)± g (x))dx =
b∫
a
f (x)dx±
b∫
a
g (x) dx (4.9)
Aditividad
b∫
a
f (x)dx+
c∫
b
f (x) dx =
c∫
a
f (x) dx (4.10)
Retomando el teorema 1: teorema fundamnetal del ca´lculo parte 1 que enuncia:
F ′ (x) = d
dx
x∫
a
f (t) dt = f (x), es decir, que al derivar la integral de una funcio´n, cuyo
l´ımite superior es la variable independiente, basta con evaluar la funcio´n en el l´ımite
superior y si el l´ımite superior esta´ compuesta por una funcio´n hay que multiplicar por
la derivada de dicha funcio´n.
EJEMPLO 7: utilizar el teorema para hallar:
dy
dx
de:
a. y =
x∫
a
(
t2 + 1
)
dt
b. y =
a∫
x
t2 cos (t)dt
c. y =
x2∫
a
tan (t)dt
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Solucion
a.
dy
dx
=
d
dx
x∫
a
(
t2 + 1
)
dt = x2 + 1
b. y =
a∫
x
t2 cos (t)dt
dy
dx
=
d
dx
a∫
x
t2 cos (t)dt
dy
dx
=
d
dx
− x∫
a
t2 cos (t)dt

Aplicando el orden de integracio´n
dy
dx
= − d
dx
x∫
a
t2 cos (t)dt
dy
dx
= −
(
x2 cos (x)
)
=
d
dx
− x∫
a
t2 cos (t)dt

= − d
dx
x∫
a
t2 cos (t)dt
= −
(
x2 cos (x)
)
c. y =
x2∫
a
tan (t)dt
dy
dx
=
d
dx
x2∫
a
tan (t)dt
dy
dx
= 2x tan
(
x2
)
Retomando el teorema 2: teorema fundamnetal del ca´lculo parte 1( teorema
de la evaluacio´n) que enuncia:
b∫
a
f (x)dx = F (a) − F (b), Es decir, que para calcular
la integral definida de f en [a, b] , se halla primero su antiderivada, y se evalu´a esta
funcio´n en el l´ımite superior menos la evaluacio´n de la misma con el l´ımite inferior.
Este proceso se puede utilizar para hallar el a´rea positiva bajo una curva dada, sin
necesidad de utilizar los recta´ngulos y las sumas de Riemann.
EJEMPLO 8: Hallar las siguientes integrales:
a.
4∫
0
(
x2 − 2
)
dx
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4∫
0
(
x2 − 2
)
dx =
x3
3
− 2x
]4
0
4∫
0
(
x2 − 2
)
dx =
(
43
3
− 2 (4)
)
−
(
03
3
− 2 (0)
)
4∫
0
(
x2 − 2
)
dx =
(
64
3
− 8
)
− (0)
4∫
0
(
x2 − 2
)
dx =
40
3
b.
pi∫
0
sen (2x)dx
pi∫
0
sen (2x)dx = − cos (2x)
2
]pi
0
pi∫
0
sen (2x)dx =
(
−cos (2pi)
2
)
−
(
cos (2 (0))
2
)
pi∫
0
sen (2x)dx = −1
2
− 1
2
pi∫
0
sen (2x)dx = −1
EJEMPLO 9: hallar las a´reas positivas de las siguientes funciones en los intervalos
dados, mediante la resolucio´n de una integral definida.
a. y = x2 + 1 en intervalo [0, 4] (Ve´ase la figura 4.23)
4∫
0
(
x2 + 1
)
=
x3
3
+ x
]4
0
4∫
0
(
x2 + 1
)
=
(
43
3
+ 4
)
−
(
03
3
+ 0
)
4∫
0
(
x2 + 1
)
=
(
64
3
+ 4
)
− 0
4∫
0
(
x2 + 1
)
=
76
3
Como se puede observar es la respuesta que se obtuvo en el desarrollo del ejemplo
4, mediante las integrales definidas es ma´s fa´cil hallar el a´rea bajo una curva dada.
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b. y = sen (x) en el intervalo [0, pi], ( Ve´ase la figura 4.37)
Figura 4.37: A´rea bajo la curva y = sen (x)
pi∫
0
sen (x)dx = − cos (x)]pi0
pi∫
0
sen (x)dx = (− (−1))− (− (1))
pi∫
0
sen (x)dx = 1 + 1
pi∫
0
sen (x)dx = 2
Desarrollo del ejemplo 9 con DERIVE, (ve´ase las figuras 4.38, 4.39 y 4.40)
Figura 4.38: Pasos 1 y 2 para solucionar una integral definida con DERIVE
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Figura 4.39: Paso 3 para solucionar una integral definida con DERIVE
Figura 4.40: Paso 4 para solucionar una integral definida con DERIVE
Paso 1: Introducir la funcio´n, se selecciona del panel de salida, en la barra de herra-
mientas se busca el signo de la integral y le da click.
Paso 2: Aparece un cuadro, en este, se escoge la variable y el tipo de integrales, en
este caso la variable es x y la integral es definida, se escribin los l´ımites de integracio´n
en su debido orden y se hace click en s´ı.
Paso 3: En el panel de salida aparece la integral que se requiere, en la barra de he-
rramientas se busca el icono del igual, se da click y aparecera´ la respuesta:
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, que
coincide, con las respuestas obtenidas aplicando sumatorias y realizando todo el pro-
ceso de antiderivadas.
Paso 4: Para resolver los otros ejercicios, se siguen los mismos pasos y se obtendra´n
los resultados mostrados.
Hasta el momento se han calculado a´reas positivas, pero muchas funciones pueden
tener el a´rea acotada por debajo del eje x, por consiguiente esta sera´ negativa. Si se
desea calcular el a´rea de la funcio´n y = f (x) acotada por el eje x, es necesario convertir
las a´reas negativas en positivas mediante su valor absoluto y sumar dichas a´reas. Para
ello, es necesario saber do´nde la funcio´n es positiva o negativa mediante su gra´fica, o
hallando sus ceros o ra´ıces.
Definicio´n 8 A´rea Total: Para calcular el a´rea comprendida entre una funcio´n y =
f (x) y el eje x en el intervalo [a, b] , cuando esta toma valores positivos como negativos
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se realizan los siguientes pasos:
1. Subdividir [a, b] con los ceros de f
2. Grafique la funcio´n f para identificar cuantos subintervalos se tienen y donde
hay a´reas negativas.
3. Integre f sobre cada subintervalo
4. Sume los valores absolutos de los valores obtenidos en el paso anterior.
EJEMPLO 10: Hallar el a´rea comprendida entre el eje x y la funcio´n f (x) = x3 −
2x2 − 5x+ 6 en el intervalo: −3 ≤ x ≤ 3.
Solucio´n:
1. Hallar los ceros: Para hallar los ceros se debe igualar a cero la funcio´n y median-
te un proceso matema´tico: factorizacio´n, divisio´n sinte´tica, formula cuadra´tica o
en DERIVE, encontrar los ceros:
x3 − 2x2 − 5x+ 6 = 0
Aplicando divisio´n sinte´tica
1 −2 −5 6
1 −1 −6
∣∣∣∣∣ 1
1 −1 −6 0
Factorizando el segundo factor
(x− 1) (x2 − x− 6) = 0
(x− 1) (x− 3) (x+ 2) = 0
Igualando cada factor a cero
x− 1 = 0⇒ x = 1
x− 3 = 0⇒ x = 3
x+ 2 = 0⇒ x = −2
Luego los ceros son: x = 1, x = 3, x = −2
Este paso es importante, en muchas ocasiones estos ceros son exactos, es decir,
nu´meros enteros y se pueden encontrar directamente en el paso 2, pero si son
racionales, es recomendable realizar el proceso matema´tico adecuado.
2. Grafica de la funcio´n: teniendo en cuenta los ceros y el intervalo inicial, en
este caso:[−3, 3] , la tabla de valores correspondiente es: (Ve´ase el cuadro 4.4).
x y
-3 -24
-2 0
-1 8
1 0
2 -4
3 0
Cuadro 4.4: Tabla de valores para: f (x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6
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Se puede observar que los ceros de la funcio´n tienen como ima´genes ceros, por
eso, son interceptos en el eje x. La grafica de la funcio´n y el a´rea correspondiente
a hallar es: (Ve´ase la figura 4.41)
Figura 4.41: A´rea de la funcio´n f (x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6
En la gra´fica se observa, que el a´rea de la funcio´n f (x) = x3 − 2x2 − 5x + 6 en
el intervalo [−3, 3] se subdivide en tres a´reas, las cuales denotamo: A1, A2, A3,
donde A1 esta´ en el intervalo [−3,−2], A2 esta´ en el intervalo [−2, 1] y A2 esta´ en
el intervalo [1, 3] , adema´s, se puede observar que a´reas son negativas, a estas hay
que hallarles el valor absoluto.
3. Integrando a f (x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6 sobre cada subintervalo se tiene:
A1 =
−2∫
−3
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
A1 =
1∫
−2
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
A1 =
3∫
1
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
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En A1:
A1 =
−2∫
−3
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
A1 =
(
x4
4
− 2x
3
3
− 5x
2
2
+ 6x
)]−2
−3
A1 =
(
(−2)4
4
− 2(−2)
3
3
− 5(−2)
2
2
+ 6 (−2)
)
−
(
(−3)4
4
− 2(−3)
3
3
− 5(−3)
2
2
+ 6 (−3)
)
A1 =
(
4 +
16
3
− 10− 12
)
−
(
81
4
+ 18− 45
2
− 18
)
A1 =
(−38
3
)
−
(
−9
4
)
A1 = −277
12
A1 =
∣∣∣∣−12512
∣∣∣∣ = 12512
En A2:
A2 =
1∫
−2
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
A2 =
(
x4
4
− 2x
3
3
− 5x
2
2
+ 6x
)]1
−2
A2 =
(
(1)4
4
− 2(1)
3
3
− 5(1)
2
2
+ 6 (1)
)
−
(
(−2)4
4
− 2(−2)
3
3
− 5(−2)
2
2
+ 6 (−2)
)
A2 =
(
1
4
− 2
3
− 5
2
+ 6
)
−
(
4 +
16
3
− 10− 12
)
A2 =
(
37
12
)
−
(
−38
3
)
A2 =
189
12
=
63
4
En A3:
A3 =
3∫
1
(
x3 − 2x2 − 5x+ 6
)
dx
A3 =
(
x4
4
− 2x
3
3
− 5x
2
2
+ 6x
)]3
1
A3 =
(
(3)4
4
− 2(3)
3
3
− 5(3)
2
2
+ 6 (3)
)
−
(
(1)4
4
− 2(1)
3
3
− 5(1)
2
2
+ 6 (1)
)
A3 =
(
81
4
− 18− 45
2
+ 18
)
−
(
1
4
− 2
3
− 5
2
+ 6
)
A3 =
(
−9
4
)
−
(
37
12
)
A3 = −64
12
= −16
3
A3 =
∣∣∣∣−163
∣∣∣∣ = 163
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4. Sumando los valores absolutos de las a´reas obtenidas:
AT = |A1|+ |A2|+ |A3|
AT =
125
12
+
63
4
+
16
3
AT =
503
12
Para el desarrollo en derive se introducen las tres integrales definidas y si los resultados
son negativos se les haya el valor absoluto (Ve´ase la figura 4.42) es importante resaltar
que la construccio´n correcta de la gra´fica indica donde las a´reas son negativas.
Figura 4.42: A´reas de:f (x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6 con DERIVE
Para obtener el a´rea sumamos los valores absolutos de las tres a´reas, los cuales coinciden
con los obtenidos paso a paso.
4.2.5. Integrales indefinidas y el me´todo de sustitucio´n
Hasta el momento se han encontrado antiderivadas o integrales de potencias y de
algunas funciones en particular, ahora iniciaremos a encontrar integrales utilizando
diferentes procesos, estos sirven para realizar modificaciones y llevarlas a una integral
conocida, es decir a una potencia o a aquellas funciones que se conocen su integral.
Teorema 6 Regla de sustitucio´n: si u = g (x) es una funcio´n derivable cuyo rango
es un intervalo I , y f es continua en I, entonces:∫
f (g (x))g′ (x) dx =
∫
f (u)du
Para resolver una integral por el me´todo de sustitucio´n se realizan los siguientes pasos:
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1. Sustituya u = g (x) y du =
(
du
dx
)
dx = g′ (x) y as´ı obtener
∫
f (u)du
2. Integrar con respecto a u
3. Reemplace u por g (x)
EJEMPLO 11 Integre las siguientes funciones:
1.
∫
2(2x+ 4)5dx
Realizando la siguiente sustitucion y reemplazando se tiene:
u = 2x+ 4
du = 2dx
du
2
= dx
∫
2(2x+ 4)5dx = 2
∫
(2x+ 4)5dx∫
2(2x+ 4)5dx = 2
∫
(u)5
du
2∫
2(2x+ 4)5dx =
2
2
∫
u5du∫
2(2x+ 4)5dx =
∫
u5du∫
2(2x+ 4)5dx =
u6
6
Reemplazando por: u = 2x+ 4∫
2(2x+ 4)5dx =
(2x+ 4)6
6
+ c∫
2(2x+ 4)5dx =
(2 (x+ 2))6
6
+ c =
26(x+ 2)6
6
+ c =
32(x+ 2)6
3
+ c
2.
∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx
Realizando la siguiente sustitucion y reemplazando se tiene:
u = x4 + 1
du = 4x3dx
du
4x3
= dx
∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx =
∫ 4x3
u2
du
4x3∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx =
∫ du
u2
=
∫
u−2du
∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx =
u−1
−1 + c =
−1
u
+ c
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Reemplazando por: u = x4 + 1∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx =
−1
x4 + 1
+ c
3.
∫
cos (8θ − 4)dθ
Realizando la siguiente sustitucio´n, se tiene
u = 8θ − 4
du = 8dθ
du
8
= dθ
∫
cos (8θ − 4)dθ =
∫
cos (u)
du
8∫
cos (8θ − 4)dθ = 1
8
∫
cos (u)du∫
cos (8θ − 4)dθ = 1
8
sen (u) + c∫
cos (8θ − 4)dθ = 1
8
sen (8θ − 4) + c
Para realizar el proceso anterior con DERIVE hay dos formas, la primera es utilizan-
do un comando que tiene el algoritmo de la sustitucio´n y el segundo es integrando
normalmente, se realizara´n los dos procesos con los ejercicios del ejemplo 11.
Utilizando el comando de la sustitucion (Ve´ase la imagen 4.43). En el panel de
entrada se escribe lo siguiente:
Figura 4.43: Integral utilizando el comando de sustitucio´n
Se introduce el comando correspondiente y sus entradas correspondientes, se da
enter y aparecera´ en el panel de entrada, luego se busca el icono del igual y se da
click, aparecera´ la respuesta correspondiente (Ve´ase las figuras: 4.44, 4.45, 4.46),
las cuales coincide con la encontradas anteriormente.
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Figura 4.44: Integral de
∫
2(2x+ 4)5dx utilizando el comando de sustitucio´n
Figura 4.45: Integral de
∫ 4x3
(x4 + 1)2
dx utilizando el comando de sustitucio´n
Figura 4.46: Integral de
∫
cos (8θ − 4)dθ utilizando el comando de sustitucio´n
Realizando la integral normalmente (Ve´ase la figura 4.47), es decir, se introduce
la funcio´n, se da enter y se busca el icono de la integral y se escoge. Este proceso se
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realizo anteriormente. Los resultados obtenidos son los mismos a los encontrados
por los otros me´todos, aunque este proceso es ma´s sencillo.
Figura 4.47: Solucio´n del ejemplo 11 con DERIVE
Teorema 7 Sustitucio´n en integrales definidas: si g′ es continua en el intervalo
[a, b], y f es continua en el rango g (x) = u, entonces:
b∫
a
f (g (x))g′ (x) dx =
g(b)∫
g(a)
f (u)du
Para solucionar integrales definidas por el me´todo de sustitucio´n, se procede de la
misma manera que en integrales indefinidas, solo que para evaluar se puede hacer de
dos formas.
EJEMPLO 12: Solucionar
1∫
0
x3
(
1 + x4
)3
dx
Me´todo 1: Transforme la integral, y evalue´ la integral con los l´ımites transfor-
mados:
Realizando la siguiente sustitucio´n:
u = 1 + x4
du = 4x3dx
du
4
= x3dx
Transformando los l´ımites de integracio´n:
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x = 0 x = 1
u = 1 + 04 1 + 14=u
u = 1 u = 2
Realizando la sustitucio´n se tiene:
2∫
1
u3
du
4
=
1
4
2∫
1
u3du
1
4
u4
4
]2
1
=
u4
16
]2
1
24
16
− 1
4
16
= 1− 1
16
=
15
16
Me´todo 2: Transformando la integral, se integra, se sustituye u en te´rminos de
x y se evalu´a en los l´ımites iniciales. Realizando la siguiente sustitucio´n:
u = 1 + x4
du = 4x3dx
Realizando la sustitucio´n se tiene:
1∫
0
u3
du
4
=
1
4
1∫
0
u3du
1
4
u4
4
]1
0
=
u4
16
]1
0
Sustituimos u = 1 + x4
(1 + x4)
4
16
]1
0(
(1 + 14)
4
16
)
−
(
(1 + 04)
4
16
)
= 1− 1
16
=
15
16
El proceso anterior se puede realizar de dos formas en DERIVE, la primera es utili-
zando un comando que contiene el algoritmo de la sustitucio´n y el segundo es integrar
normalmente,as´ı:
Utilizando el comando: En el panel de entrada se escribe la siguiente instruc-
cio´n:(Ve´ase las figuras 4.48, 4.49 )
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Figura 4.48: Comando para solucionar una integral definida por sustitucio´n
Figura 4.49: Solucio´n de
1∫
0
x3(1 + x4)
3
dx con el comando
Introduciendo la funcion y buscando el icono de integral: (Ve´ase la figura 4.50)
Figura 4.50: Solucio´n de
1∫
0
x3(1 + x4)
3
dx con el icono de integral
PRACTICA 3
1. Hallar el a´rea total de: f (x) = x2 − 4x + 3, entre, 0 ≤ x ≤ 3 y verifique con
DERIVE
2. Solucione las siguientes integrales por el me´todo de sustitucio´n y verifique con
DERIVE:
a
1∫
0
x3√
x4 + 9
dx
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b
pi∫
0
3cos2 (x) sen (x) dx
c
1∫
0
16x
8x2 + 2
dx
d
4∫
1
10
√
t(
1 + t
3
2
)2dt
e
pi
4∫
0
sec2 (2x) tan (2x) dx
f
1∫
−1
r
√
1− r2dr
4.2.6. A´rea entre curvas
Definicio´n 9 Si f y g son continuas con f (x) − g (x) en todo [a, b] (Ve´ase la figura
4.51), entonces el a´rea de la regio´n entre las dos curvas y = f (x) y y = g (x) de a a
b, es la integral de (f − g) de a a b:
Figura 4.51: A´rea entre las curvas y = f (x) y y = g (x)
A =
b∫
a
[f (x)− g (x)]dx (4.11)
Para utilizar la ecuacio´n (4.11) es necesario saber que curva esta´ por encima, esta
curva se denota: f (x) y que curva esta´ por debajo, en este caso g (x), es decir, cual
es mayor, para esto lo ma´s u´til es graficar las funciones.Para determinar los l´ımites de
integracio´n, se busca donde f (x) = g (x). Al graficar las funciones se puede observar
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respecto a que variable es ma´s fa´cil integrar.
Si el a´rea descrita por las dos funciones se puede hallar mediante recta´ngulos horizon-
tales o esta´ definida en funcio´n de y se utilizan los mismos procedimientos y la formula
ser´ıa:
A =
d∫
c
[f (y)− g (y)]dy (4.12)
EJEMPLO 13:
Hallar el a´rea delimitada por las funciones: y = 7− 2x2 y y = x2 + 4.
Primero se construyen las tablas de valores correspondientes a cada funcio´n (Ve´ase las
tablas 4.5 y 4.6) y se realiza´n las graficas correspondientes.(Ve´ase la grafica 4.52 )
Cuadro 4.5: Tabla de valores para: y = 7− 2x2
x -3 -2 -1 0 1 2 3
y -11 -1 5 7 5 -1 11
Cuadro 4.6: Tabla de valores para: y = x2 + 4
x -3 -2 -1 0 1 2 3
y 13 8 5 4 5 8 13
Figura 4.52: Grafica de las curvas: y = 7− 2x2 y y = x2 + 4
En la tabla de valores se observa donde las dos funciones son iguales, es decir, los l´ımites
de integracio´n de la regio´n acotada por las dos funciones, sin embargo, no siempre se
encuentran en esta, por eso, es mejor igualar las dos funciones y hallarlos. En la gra´fica
4.52 se puede observar que funcio´n es mayor, para este caso: 7− 2x2 > x2 + 4, es decir,
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f (x) = 7− 2x2 y g (x) = x2 + 4 y as´ı aplicar la ecuacio´n (4.11).
Los l´ımites de integracio´n son:
7− 2x2 = x2 + 2
7− 4 = x2 + 2x2
3 = 3x2
1 = x2
±1 =
√
x2
±1 = x
Es decir que la regio´n delimitada por las dos funciones va desde x = −1 a x = 1 , es
decir, que los l´ımites de integracio´n son: a = −1 y b = 1 . Aplicando la ecuacio´n (4.11)
se tiene:
A =
b∫
a
[f (x)− g (x)]dx
A =
1∫
−1
[(
7− 2x2
)
−
(
x2 + 4
)]
dx
A =
1∫
−1
(
7− 2x2 − x2 − 4
)
dx
A =
1∫
−1
(
3− 3x2
)
A =
[
3x− x3
]1
−1
A =
[
3 (1)− (1)3
]
−
[
3 (−1)− (−1)3
]
A = [3− 1]− [−3− (−1)]
A = 2− [−2]
A = 4
Es importante resaltar que se puede hallar el a´rea acotada por las dos funciones en
cualquier intervalo, en este caso, se debe observar que funcio´n esta´ por encima de la
otra en un intervalo dado, para ello, lo ma´s recomendable es graficar la funcio´n y
hallar donde las dos funciones son iguales, luego, se integra cada subintervalo teniendo
en cuenta que funcio´n esta´ por encima y cual por debajo en dicho subintervalo.
Realizando el proceso anterior con DERIVE: Se introducen las dos funciones y se
grafican, (Ve´ase la figura 4.53)
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Figura 4.53: Grafica de las curvas: y = 7− 2x2 y y = x2 + 4 con DERIVE
En la figura 4.53 se puede observar cua´l grafica esta´ por encima de la otra y as´ı aplicar
la ecuacio´n (4.11). Se introducen las funciones f (x) y g (x) con f (x) > g (x) , en
derive se hace as´ı: f (x) := 7− 2x2 y g (x) := x2 + 4 , esta notacio´n sirve para no tener
que escribir toda la funcio´n cuando se necesite, basta con escribir f (x) o g (x) para
referirse a una de ellas. El paso a seguir, es hallar donde las funciones son iguales, para
esto es necesario editar: 7− 2x2 = x2 + 4, se selecciona y en la barra de herramientas
se escoge Resolver – Expresio´n: en esta ventana se denota el dominio real, se aplica
resolver y da las soluciones, que en este caso son los l´ımites de integracio´n, conociendo
los l´ımites de integracio´n se puede graficar la regio´n delimitada por las dos funciones
utilizando el comando: AreaBetweenCurves(u, v, x, a, b), donde u y v son las funciones
y a, b los limites. Enseguida se edita f (x)− g (x) y se integra desde −1 hasta 1, lo cual
es el a´rea pedida. Otra forma es editar: (7− 2x2)− (x2 + 4) e integrar desde −1 hasta
1, los dos procesos arrojan la misma respuesta.
A continuacio´n se muestran todos los pasos para resolver el ejemplo 13 con el uso de
DERIVE (Ve´ase la figura 4.54).
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Figura 4.54: A´rea entre las curvas: y = 7− 2x2 y y = x2 + 4 con DERIVE
PRACTICA 4
1. Hallar el a´rea sombreada de la figura 4.55 y verificar sus resultados con DERIVE:
Figura 4.55: Ejercicio 4.1
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2. Hallar el a´rea acotada por las siguientes funciones entre −4 ≤ x ≤ 4:
y = x+ 1
y = 9− x2
4.3. Construccio´n del concepto de So´lido de revo-
lucio´n y su visualizacio´n con DERIVE.
La integral definida tiene muchas aplicaciones, no obstante, una de la menos utilizadas
y menos trabajadas en los cursos de ca´lculo integral, es aquella para hallar el volumen
de un so´lido de revolucio´n, ya que, su visualizacio´n es un poco dif´ıcil. Con las activi-
dades que se plantean a continuacio´n, el estudiante construira´, visualizara y hallara
el volumen de cualquier solido de revolucio´n, ayuda´ndose, del software matema´tico
DERIVE.
4.3.1. Actividad 1: Explorando el concepto de solido de revo-
lucio´n
4.3.1.1. objetivo
Esta primera actividad, permitira´ que el estudiante visualice un so´lido de revolucio´n,
sus secciones transversales y una aproximacio´n a su volumen.
Con algunas preguntas, se busca que el educando imagine como es un so´lido de re-
volucio´n, y que las secciones transversales de estos, son discos o arandelas, adema´s,
comprendera´ que el volumen de un cilindro, es la mejor opcio´n para aproximar el
volumen de un so´lido cualquiera.
1. Se sabe que el volumen de un cilindro es: V = Ah , donde, A = a´rea de la base,
es decir, el a´rea de un circulo y h es la altura, responda:
a ¿Cua´l es el volumen de una moneda de 200 pesos (Ve´ase la figura 4.56)
Figura 4.56: Moneda de 200 para calcularle el volumen
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b Si se apilan: 5, 8, 10, 50 y n monedas de 200 de manera uniforme, ¿cua´l ser´ıa
el volumen de cada monto´n?, explique ¿co´mo obtuvo estos resultados?
c Si se apilan: 5, 8, 10, 50 y n monedas de 200 pesos, de manera, que el monto´n
este deforme, ¿cua´l ser´ıa el volumen de cada monto´n? Coinciden los resultados
con los volu´menes del ı´tem anterior. Investigue ¿co´mo se llama esta propiedad?
2. Realice una aproximacio´n del volumen de las siguientes figuras, utilizando el
volumen de un cilindro:
a zanahoria
Figura 4.57: Volumen de una zanahoria
b Pan bagette
Figura 4.58: Volumen de un pan
c Papaya
Figura 4.59: Volumen de una papaya
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d Tronco de madera
Figura 4.60: Volumen de un tronco de madera
3. ¿Que´ proceso utilizar´ıa para mejorar la aproximacio´n del volumen en el ejercicio
anterior? Explique.
4. ¿Que´ ma´s se debe tener en cuenta para lograr una mejor aproximacio´n del volu-
men de la papaya del ejercicio anterior? Explique
5. Si se hace un corte perpendicular, al eje mostrado (linea roja) de las figuras del
ejercicio anterior, ¿Que´ silueta se obtiene en la cara de cada corte? ¿En todas se
obtienen siluetas similares?
6. En un CD, halle las medidas necesarias para hallarle el volumen. Explique, el
proceso para encontrarlo, Adema´s, halle el volumen si se apilan uniformemente:
4, 8, 20, 100 y n CD’s.
Figura 4.61: CD’s apilados
7. Dibuje el a´rea que yace bajo las funciones indicadas, luego, calque o construya
esta a´rea en papel cartulina u otro material ma´s grueso al de la hoja de un
cuaderno, sobre eje coloque un palo de pincho u un objeto cil´ındrico, pegue la
funcio´n de tal forma que el eje x coincida con el objeto cil´ındrico, para que al
g´ıralo, se mueva la regio´n dada. (Ve´ase un ejemplo en la figura 4.62)
a y = x para 0 ≤ x ≤ 4
b y = x2 para 0 ≤ x ≤ 4
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c y = 4 para 0 ≤ x ≤ 6
Figura 4.62: Manualidad de y = x para 0 ≤ x ≤ 4
8. Gire los ejes lo ma´s ra´pido que se pueda de las construcciones anteriores, describa
y haga un bosquejo de la imagen que visualiza al rotar el eje en cada funcio´n y
as´ıgnele un nombre a cada una.
4.3.2. Actividad 2: Construyendo el concepto de solido de re-
volucio´n
4.3.2.1. objetivo
Mediante la manipulacio´n de objetos cotidianos el estudiante construira´ el concepto
de solido de revolucio´n, adema´s, con el uso de integral, hallara el volumen y verificara
que este se puede encontrar utilizando: discos o arandelas.
Materiales
Zanahoria
Papaya
Regla
Cuchillo
1. Tome la zanahoria y dibu´jele un eje como se muestra en la figura 4.63. Realice
un corte perpendicular a este eje, de tal forma, que las partes obtenidas, tengan
largos iguales. Suponga que cada pedazo es un cilindro y halle los volu´menes
correspondientes, con estos valores, halle el volumen total de la zanahoria. Ahora,
divida la zanahoria en: 4,8 y 16 partes iguales, encuentre el volumen de cada parte
y obtenga el volumen de la zanahoria en cada caso. Con la informacio´n anterior
complete la tabla 4.8 y responda:
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Figura 4.63: Zanahoria a rebanar
Cuadro 4.7: Aproximacio´n del volumen de una zanahoria por medio de rebanadas
Partes 2 4 8 16 n
Volumen total
a ¿Que´ figura se obtiene, en la cara de cada corte?
b A medida que aumentan los cortes, ¿Que´ cree que sucede con el valor del
volumen total encontrado, se aleja o se acerca a su valor verdadero? Explique
su respuesta.
c ¿Que´ informacio´n se necesitar´ıa para hallar el volumen total de la zanahoria si
se utilizaran n pedazos?, describa, ¿Que´ proceso matema´tico se podr´ıa seguir
para encontrarlo?
2. Supongamos que el a´rea que hay bajo la curva y = f (x), para a ≤ x ≤ b, es la
que se observa en la figura 4.64, al hacer girar esta regio´n alrededor del eje x, se
obtiene la figura 4.65 ,esta figura se conoce como: so´lido de revolucio´n y un corte
o rebanada es la figura 4.66.
Figura 4.64: Zanahoria de contorno y = f (x)
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Figura 4.65: So´lido generado al rotar y = f (x) sobre el eje x
Figura 4.66: Rebanada a una zanahoria
Basandose en la informacio´n anterior responda:
a ¿Desde que punto y hasta donde se pueden realizar estos cortes transversales?
b ¿Cua´l es el largo de la zanahoria en te´rminos de a y b?
c ¿Cua´nto mide el ancho de la rebana en te´rminos de los puntos indicados?
d Si la rebanada se aproxima a un cilindro, cuya base esta´ en el corte sobre xk
y su a´rea la denotamos A (xk) y la altura o ancho es la distancia que hay de
xk−1 a xk, la cual expresamos como: ∆xk. Con esta informacio´n, en te´rminos
generales ¿cua´l es el volumen de dicho cilindro Vk ≈?.
e Si dividimos el intervalo [a, b] en n rebanadas el volumen total del solido es
igual, a la suma de los volu´menes de las rebanadas Vk, es decir,
V ≈
n∑
k=1
Vk =
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f ¿Que´ pasa si n tiende a infinito? , ¿Mejora la aproximacio´n? Explique.
g Utilizando la definicio´n 1, en te´rminos de integrales, ¿co´mo podemos expresar
el l´ımite de estas sumas de Riemann?
3. Ahora analicemos el a´rea de una seccio´n transversal, para esto, observemos la
figura 4.67, esta sirve para identificar el radio de las secciones transversales de la
funcio´n f (x) expuesta en la figura 4.68.
Figura 4.67: Grafica de la funcio´n y =
√
x
Figura 4.68: Secciones transversales en una zanahoria
Observe la figura 4.67 y responda:
a Los segmentos dibujados ¿Cua´nto miden?
b ¿Co´mo encontro´ estos valores?
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c ¿Cua´l ser´ıa el valor del segmento para: x = 1
2
, 3
2
, 2,6? y dibujelos.
d ¿Se puede calcular cualquier valor de x en el intervalo [a, b]?
e Observe la figura 4.68 y complete la siguiente tabla:
Cuadro 4.8: A´rea de una seccio´n transversal
Punto x1 x2 x3 x4 x5 x6
Seccio´n transversal A1 A2 A3 A4 A5 A6
Radio de la Seccio´n transversal
A´rea de la seccio´n transversall
4. El a´rea de la seccio´n transversal de un so´lido de revolucio´n, generado: al girar el
a´rea acotada por la curva y = f (x) , y el eje x, esta´ dada por:
A (x) =
5. Segu´n los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores, el volumen de un so´lido
de revolucio´n, cuya seccio´n transversal es un disco o c´ırculo esta´ dado por:
V =
Como ya se sabe, el volumen de un so´lido de revolucio´n se puede aproximar
mediante el uso de cilindros, entonces, analizaremos el a´rea de la seccio´n trans-
versal, cuando esta, es una arandela, como se ve en la figura 4.59, estos solidos
se obtienen al revolucionar el a´rea acota entre dos funciones como se muestra en
las figuras 4.69 y 4.70 alrededor de un eje dado.
Figura 4.69: A´rea acotada por y = f (x) y y = g (x)
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Figura 4.70: So´lido generado al rotar a´rea acotada por y = f (x) y y = g (x)
Figura 4.71: Arandela del so´lido de revolucio´n generado
6. Tome una rebanada de papaya, como se muestra en la figura 4.70, halle su volu-
men, teniendo en cuenta el hueco de esta. ¿Cua´nto mide dicho volumen? Explique
el procedimiento que utilizo para hallarlo.
7. Realice varias tajadas y aproxime el volumen de la papaya, utilizando el volumen
de las tajadas obtenidas.
8. Siga los mismos pasos que se enunciaron en el punto 2 de esta actividad, utilizan-
do la nocio´n de sumatoria y la definicio´n 1, Proponga una fo´rmula para hallar
el volumen de este tipo de so´lidos.
La pulpa de la papaya, es decir, el so´lido generado por revolucionar el a´rea acota-
da por f (x) y g (x) alrededor del eje x (Ve´ase la figura 4.70), al hacerle un corte
transversal, se obtiene una arandela. Basados en esta informacio´n, responda:
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9. En la arandela descrita en la imagen 4.71 ¿Que funcio´n define al radio: R (x) y
r (x) ?
10. ¿Cua´l es el a´rea de la seccio´n transversal, de dicha arandela? Explique
11. Si el orificio se extiende por toda la papaya, ¿Cua´l es el a´rea de cualquier seccio´n
transversal? Explique
12. El a´rea de la seccio´n transversal de un so´lido de revolucio´n, generado: al girar el
a´rea acotada por la curva y = f (x) y y = g (x), esta´ dada por:
A (x) =
13. Segu´n los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores, el volumen de un so´lido
de revolucio´n, cuya seccio´n transversal es una arandela, esta´ dado por:
V =
14. Investigue, que otros me´todos se pueden utilizar para hallar el volumen de un
so´lido de revolucio´n, aparte, del me´todo de discos y de arandelas.
4.3.3. Actividad 3: Programando en Derive, para visualizar
un solido de revolucio´n
4.3.3.1. objetivo
Mediante la implementacio´n del DERIVE, el estudiante visualizara un so´lido de re-
volucio´n y podra´ calcular su volumen fa´cilmente. Adema´s, permitira´ que el educando
se familiarice con la gra´fica de dichos so´lidos y pueda graficarlos, sin necesidad del
software.
A continuacio´n, se muestra la programacio´n necesaria para poder visualizar el so´lido de
revolucio´n, que se obtiene, al girar alrededor del eje x, el a´rea delimitada por la funcio´n
y = f (x) y este eje, en un intervalo dado. Es importante resaltar que para hallar el
volumen de este so´lido, se debe utilizar el me´todo de discos que se construyo´ anterior-
mente.
1. Creando el comando: Un so´lido de revolucio´n se visualiza en el plano Tri-
dimensional, por eso se crearan nuevos ejes, para poder visualizarlos. Adema´s,
otras programaciones que se muestra en las figuras: 4.72 y 4.73 :
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Figura 4.72: Programando en Derive el me´todo de discos: parte 1
Figura 4.73: Programando en Derive el me´todo de discos: parte 2
Deje las ecuaciones 2, 14, 15 y 16 del panel de salida y las dema´s borrelas.
Guarde este archivo en el escritorio.Con estos comandos (Ve´ase la figura 4.74),
ya se pueden construir so´lidos de revolucio´n sobre el eje x, adema´s, se puede
tambie´n sobre el eje y y z, sin embargo, se obtendra´ el mismo so´lido como se
muestra en la figura 4.89.
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Figura 4.74: Comandos para graficar un so´lido de revolucio´n en DERIVE
2. Utilizando el comando: Para esto ve´ase la figura 4.75 y utilizelo en la grafica
del so´lido de revolucio´n que se obtiene al girar la regio´n bajo la curva y =
√
x
con respecto al eje x desde 0 hasta 4.
Figura 4.75: Partes del comando, para graficar en DERIVE un so´lido
Para la utilizacion de este comando se realizan los siguientes pasos:
Paso 1: Ir a la ventana gra´fica, dar click en opciones, se selecciona: ejes, aparece
un cuadro, se desactivan las l´ıneas y las divisiones de unidades, se borran los
t´ıtulos de las unidades, para terminar, se hace click en el icono de s´ı. Ve´ase el
proceso en la figura 4.76
Figura 4.76: Paso 1 para graficar un so´lido con el comando
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Paso 2: Abrimos la ventana algebraica y se selecciona el comando de solidos de
revolucio´n, se asignan los valores correspondientes en cada caso, se oprime enter
y se da click en el igual de la barra de herramientas, el programa en ocasiones
se demora en dar una respuesta, cuando se tiene la respuesta seleccionada, se va
nuevamente a la ventana gra´fica. Ve´ase la figura 4.77.
Figura 4.77: Paso 2 para graficar un so´lido con el comando
Paso 3: En la ventana grafica se debe seleccionar el icono para graficar, aparece
un cuadro y en este, se activa: el icono (Aplicar al resto de la lista) y se hace
click en s´ı, aparece la gra´fica del so´lido la cual se puede modificar con los iconos
correspondientes. Ve´ase la figura 4.78.
Figura 4.78: Paso 3 para graficar un so´lido con el comando
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Halle el volumen de este so´lido, utilizando la formula deducida en la actividad
anterior y compruebe el resultado haciendo uso de la integral con derive.
A continuacio´n, se muestra la programacio´n para visualizar el so´lido de revolucio´n, que
se obtiene, al girar alrededor del eje x, el a´rea delimitada por las funcio´nes y = f (x)
y y = f (x), en un intervalo dado, preferibelemente donde se intersectan las dos fun-
ciones. Para hallar el volumen de este so´lido, se utiliza el me´todo de arandelas que se
construyo´ anteriormente.
1. Creando el comando: Realice la programacion, que se muestra en las figuras:
4.79, 4.80, 4.81 y 4.82.
Figura 4.79: Programando en DERIVE, el me´todo de arandelas: Parte 1
Figura 4.80: Programando en DERIVE, el me´todo de arandelas: Parte 2
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Figura 4.81: Programando en DERIVE, el me´todo de arandelas: Parte 3
Figura 4.82: Programando en DERIVE, el me´todo de arandelas: Parte 4
2. Utilizando el comando: Antes de utilizar el comando se dejan las ecuaciones
23 y 32 del programa construido y las dema´s se borran, luego se guarda el archivo.
La partes del comando se explican en la figura 4.83, util´ıcelo para graficar el so´lido
de revolucio´n que se obtiene al girar la regio´n acotada por las curvas: y = 7−2x2
y y = x2 + 4 con respecto al eje x desde −1 hasta 1.
Figura 4.83: Partes del comando de randelas, para graficar en DERIVE un so´lido
Para la utilizacion de este comando se realizan los siguientes pasos:
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Paso 1: Ir a la ventana gra´fica, dar click en opciones, se selecciona: ejes,
aparece un cuadro, se desactivan las l´ıneas y las divisiones de unidades, se
borran los t´ıtulos de las unidades, para terminar, se hace click en el icono
de s´ı. Ve´ase el proceso en la figura 4.76
Paso 2: Se abre la ventana algebraica y se selecciona el comando de regio´n
de revolucio´n, se asignan los valores correspondientes en cada caso, se oprime
enter y se da click en el igual de la barra de herramientas, el programa en
ocasiones se demora en dar una respuesta, cuando se tiene la respuesta
seleccionada, se va nuevamente a la ventana gra´fica. Ve´ase la figura 4.84.
Figura 4.84: Paso 2 para graficar un so´lido con el comando de arandelas
Paso 3: En la ventana grafica se debe seleccionar el icono para graficar,
aparece un cuadro y en este, se activa: el icono (Aplicar al resto de la lista)
y se hace click en s´ı, aparece la gra´fica del so´lido la cual se puede modificar
con los iconos correspondientes. Ve´ase la figura 4.85.
Figura 4.85: Paso 3 para graficar un so´lido con el comando de arandelas
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Es importante resaltar, que la programacio´n en DERIVE para generar este tipo
so´lidos, es un poco complicada y genera ma´s o menos una aproximacio´n al solido
que se requiere, para obtener mejores resultados, el a y el b deben ser el intercepto
de las dos funciones y as´ı obtener una regio´n a revolucionar, ve´ase el proceso en
la figura: 4.54.
3. Halle el volumen de este so´lido, utilizando la formula deducida en la actividad
anterior y compruebe el resultado haciendo uso de la integral con derive.
4.3.4. Actividad 3: Evaluando lo aprendido
4.3.4.1. objetivo
Mediante esta actividad se identificara, si los estudiantes se apropiaron de los procesos
matema´ticos y los comandos en DERIVE que se requieren para visualizar y hallar el
volumen de un so´lido de revolucio´n.
Realice los siguientes ejercicios siguiendo los siguientes pasos:
Grafique la o las funciones involucradas.
Bosqueje la regio´n a revolucionar
Dibuje el so´lido de revolucio´n que se obtiene en cada caso.
Describa una seccio´n transversal de dicho so´lido (Disco o arandela).
Halle el volumen de cada so´lido.
Realice los pasos anteriores en DERIVE y verifique los resultados obtenidos.
1. y = 2− 1
2
x, y = 0, 0 ≤ x ≤ 4, rotar alrededor del eje x.
2. y = 5x− x2, y = x, rotar alrededor del eje x.
3. y =
√
25− x2, y = 0, 2 ≤ x ≤ 4, rotar alrededor del eje x.
4. y = x2 − 2x, y = x+ 4, rotar alrededor del eje x.
5. y = 1− x2, y = 0, 0 ≤ x ≤ 1, rotar alrededor del eje x.
6. y = 4x− x2, y = x2, rotar alrededor del eje x.
7. y = x2 + 2, y = 0, −4 ≤ x ≤ 4, rotar alrededor del eje x.
8. y = x3 − x, y = 3x, rotar alrededor del eje x.
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Con los comandos obtenidos en la actividad anterior, realice 4 figuras como se mues-
tran en las figuras: 4.86, 4.87 4.88 y describa las funciones que se utilizaron en cada
construccio´n.
Figura 4.86: So´lidos de revolucio´n con DERIVE 1
Figura 4.87: So´lidos de revolucio´n con DERIVE 2
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Figura 4.88: So´lidos de revolucio´n con DERIVE 3
Figura 4.89: So´lidos de revolucio´n con DERIVE 4
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Cap´ıtulo 5
Conclusiones
5.1. Conclusiones
La mayor´ıa de los estudiantes de la asignatura de ca´lculo integral de la Fundacio´n
Universitaria Juan de Castellanos, mostraron intere´s por un software matema´tico que
les permita verificar los resultados obtenidos en la resolucio´n de problemas referentes
a: graficas de funciones, factorizacio´n, solucio´n de ecuaciones, l´ımites y derivadas. Este
trabajo proporciona las herramientas necesarias para incentivar el uso del DERIVE en
esta asignatura.
Programas matema´ticos como DERIVE, y su gama de herramientas facilitan el proceso
de ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas, por esta razo´n, se elaboro´ un instructivo,
donde se destacaron sus principales comandos, a trave´s, de la solucio´n de ejercicios.
Adema´s, se realizo´ la programacio´n necesaria para solucionar integrales y visualizar
un so´lido de revolucio´n.
Las actividades que se plantearon, buscan que los educandos construyan el concepto
de so´lido de revolucio´n, lo visualicen y hallen su volumen, a partir, de la manipulacio´n
de objetos cotidianos y procesos matema´ticos sencillos, como: la aproximacio´n del
volumen de un so´lido (zanahoria, papaya), mediante el uso de rebanadas cil´ındricas, y
as´ı, comprendan los me´todos necesarios para hallar el volumen del so´lido generado, al
rotar una o dos funciones alrededor de un eje dado.
Este trabajo pedago´gico permitira´ que los educandos, aborden el concepto de integral
y su aplicacio´n en solidos de revolucio´n de una manera ordenada, donde los procesos
matema´ticos esta´n finamente detallados. Posteriormente estos procesos se desarrollan
en DERIVE, comprobando, la rapidez y eficacia de este. La finalidad de este trabajo
no es suprimir los procesos matema´ticos que se requieren en la solucio´n de un problema
dado, es optimizar las te´cnicas cuando sea necesario y en especial que el estudiante
pueda autoevaluar sus resultados.
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Ape´ndice A
Prueba Diagnostica
Pregunta 1 ¿Le gustar´ıa utilizar un software matema´tico que le permita verificar los
resultados obtenidos en la resolucio´n de una integral, adema´s, mediante este, pueda
realizar diferentes operaciones matema´ticas como: graficar funciones, solucionar siste-
mas de ecuaciones y factorizar?
a) Si
b) No
Pregunta 2 ¿Conoce el software Matema´tico Derive?
a) Si
b) No
Pregunta 3 ¿Ha utilizado el Software Derive para verificar o solucionar ejercicios
planteados en la asignatura de ca´lculo integral?
a) Si
b) No
Pregunta 4 ¿Que´ figura se obtendra´ al girar la regio´n sombreada alrededor de?:
Figura A.1: funcio´n y = x
a) El eje x
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b) El eje y
c) Se puede hallar el a´rea de la regio´n, si se sabe que la funcio´n que la define es y=x
d) Se le puede hallar el volumen.
Pregunta 5 Dadas las siguientes figuras realice: Un corte perpendicular al eje mos-
trado ¿Que´ figuras se obtendr´ıan en las caras de cada corte?
Figura A.2: Secciones transversales
Pregunta 6: Grafique la siguiente funcio´n para valores solo en el primer cuadrante:
y = x2 y realice las siguientes actividades:
a) Dibuje el a´rea bajo la curva
b) Halle el a´rea
c) Rote la regio´n alrededor del eje x
d) ¿Que´ figura obtuvo?,
e) Halle el volumen
97
Ape´ndice B
Resolviendo en DERIVE
A continuacio´n se indican el link, donde se puede visualizar algunos ejemplos de la
programacio´n en DERIVE.
http://youtu.be/g5tjXNATfgo
Figura B.1: Pantallazo programando en DERIVE 1
http://youtu.be/EYm2MY2noQA
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Figura B.2: Pantallazo programando en DERIVE 2
http://youtu.be/PMReLEIYpNk
Figura B.3: Pantallazo programando en DERIVE 3
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